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Este trabalho contém alguns modelos matemá-
ticos para a determinação da correção das refraçoês atmosférica* 
ionosférica e astronômica, nas observações de direção e nas medî  
das eletrônicas de distância. Estão incluídas as correçois da rê 
fração nas observações realizadas em astronomia, em fotogramétria 
e ?em geodésia celeste.
Nas medidas eletrônicas de distância, consi-
deramos aquelas realizadas sobre corpos na superfície terrestre e 
também para os corpos celestes, naturais ou não.
iii
ABSTRACT
This work has some mathematical models to 
get the determination from the correction of atmospherical, ionos- 
pherical and astronomical refractions on directional observations 
and electromagnetic measurements of range. It has been included 
the corrections of refraction on observations made in astronomy, 
photogrammetry and celestial geodesy.
By electromagnetic measurements of range, 
we consider that ones made with bodies on earth surface and also 
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Toda onda eletromagnética (visível ou não ) 
ao passar de um meio para outro, sofre mudança em sua direção, 
alteração esta que poderá ser de aproximação ou afastamento,da 
perpendicular a superfície de separação considerada entre os 
dois meios. A este desvio chamamos de refração da onda eletro-
magnética. Este fenômeno ocorre em toda observação, seja de 
direção ou de distância.
0 meio através do qual a onda se propaga é 
um meio extremamente turbulento cujas grandezas físicas tais 
como a pressão, densidade e temperatura, variam no tempo. As-
sim sendo,não conhecemos um modelo matemático que expresse em 
termos definitivos a variação da densidade com a altura. Então 
considerando algumas aproximações, as quais com auxilio das l£ 
is da ética geométrica nos propiciam a construção de uma teo - 
ria da refração. Assumiremos também que a propagação de uma on 
da eletromagnética é governada pela lei básica da física for-
mulada por Fermat, que a refração obedece a lei de Snell e que 
o modelo ondulatório,foi escolhido para a interpretação das 
propriedades empíricas da luz pela sua simplicidade em repre 
sentação.
Nas observações angulares estaremos consi-
derando as correçoes da refração a serem utilizadas nas obser-
vações astronômicas e fotogrametricas. Nas aplicações em astrc> 
nomia separamos os modelos das referidas correçoes para distân 
cias zenitais até 75 graus e maiores que 75 graus. Em fotogra- 
metria apresentaremos alguns modelos para as correçoes da re - 
fração sempre vinculados a algum modelo atmosférico.
Para a correção da refração nas medidas el£ 
trônicas de distância consideraremos basicamente duas aplica-
ções: àquelas realizadas sobre a superfície terrestre, com o 
observador e o objeto ligados a terra e àquelas realizadas so-
bre corpos celestes, naturais ou não. As correçoes das medidas
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eletrônicas de distância são devidas ao retardamento da velocî  
dade de propagação do sinal e para linhas longas também da cur 
vatura. Nas observações sobre a superfície da terra, considera 
remos às Observações realizadas com microondas, luz visível e 
infravermelho, como sinais emitidos, onde a medida observada é 
corrigida do efeito de retardamento da velocidade e também das 
correçoes geométricas.
Nas medidas de corpos celestes consideraremos 
dois tipos básicos de ondas eletromagnéticas como sinais de 
transmissão, as ondas de rádio, cuja propagação se dá na tro 
posféra, estratosfera e ionosfera e o laser cujas regioês de 





Toda onda eletromagnética (visível ou não) ao passar 
de um meio para outro, sofre mudança em sua direção, altera-
ção esta que poderá ser de aproximação ou afastamento, da 
perpendicular a superfície de separação considerada entre os 
dois meios. A este desvio chamamos de refração da onda ele-
tromagnética.
Para qualquer meio refrigente a propagação de uma on-
da eletromagnética é governada pela lei hásica da física for-
mulada por Fermat há mais de três séculos atrás, chamada de 
princípio de Fermat, o qual estabelece que a luz, por exem-
plo, percorre a distância entre dois pontos fixos num tempo 
mínimo.
Para formular as leis da refração, consideremos um 
raio de luz incidindo sobre uma superfície plana de separa-
ção entre duas substâncias transparentes (figura 1.1). Su-
ponhamos que ambas as substâncias sejam homogêneas e isotro- 
picas, entendendo-se por isotrópicas as mesmas propriedades 
em todas as direções. Em geral o raio incidente separa-se
em dois: um raio refletido, que retorna ao meio do qual pro-
vém o raio incidente e outro refratado que penetra no outro 
meio. Além disso devemos observar que: a) 0 raio inciden-
te AO, o refletido OA* e o refratado OB jazem em um planp 
perpendicular a superfície de separação, chamado plano de 
incidência, b) Se ija é o ângulo entre o raio incidente e 
NH* e \̂ 2 é o ângulo entre o raio refratado e RR*, o quocien-
te sen i/sen i/>2 é independente do valor do ângulo de inci-
dência î, se tratando pois de uma constante característica
de ambos os meios. Esta última condição, chamada Lei de
Snell, tem como expressão analítica
^  o . «sen ]p2
N
figura 1.1
Ondfc-n^  é denominada índice de refração do se-
gundo meio em relação ao primeiro. A experiência mos-
tra que o índice de refração do meio 1 em relação ao meio 
2 I o inverso do índice do meio 2 em relação ao meio 1; ou 
seja n^g - "̂ n21* Is °̂ implica, em afirmar que se um raio 
luminoso segue o caminho AOB ao passar de um meio a outro, 
percorrerá o caminho BOA ao passar do segundo meio para o 
primeiro. Note-se que a refração aproxima o raio refratado 
da normal ou o afasta segundo seja maior ou menor que 
a unidade.
Para interpretar as propriedades empíricas da luz,men-
cionadas anteriormente, tem sido propostos dois modelos. 0 
corpuscular e o ondulatorio. Neste trabalho consideraremos 
o modelo ondulatorio porque nos propicia uma representação 
geométrica simples.
A construção de Hoygens (Eossi, 1966), considera que a 
luz se propaga ao longo de linhas retas, perpendiculares a
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frente de onda* Chamaremos estas linhas retas de raios lu-
minosos*. Por suposto, a lei da propagação retilínea se a- 
plica só a meios homogêneos em que a velocidade de propaga-
ção é a mesma em todas ae direções. Em tais meios, uma fon-
te gera frentes de ondas esfericas e os raios corresponden-
tes são linhas retas que partem da fonte. Uma porção de on-
da esferica a grande distancia da fonte I aproximadamente 
uma onda planai Os raios correspondentes são mutuamente pa-
ralelos e perpendiculares va frente de onda e
A teoria ondulatória, tal como se acha incorporada no 
-principio de Huygens, especifica que a constante que e por 
definição o índice de refração n do segundo meio em rela-
f-X
ção ao primeiro e igual ao quociente entre as velocidades da 
luz no primeiro e no segundo meio
Para a luz visível, se verifica que o índice de refra-
ção em relação ao vácuo de todos os materiais e maior que 1 
(para gases, I muito próximo a 1). Isto significa que a ve-
locidade da luz em qualquer material I menor que no vácuo. 0 
índice de refração de um material em relação ao vácuo e usu-
almente chamado de ÍNDICE ABSOLUTO DE REFRAÇ20»$ definido me 
iiante-r a relação
(X.3)
onde c e a velocidade da luz no vácuo e v a velocidade da 
luz no material a ser considerado. 0 índice de refração n^ 
de um meio 2 em relação a um meio 1 pode expressar-se então 





Neste trabalho consideraremos algumas hipóteses que 
hão invalidam a teoria proposta bem como os valores delã ob-
tido. Assim sendo, consideraremos para este estudo as se-
guintes aproximações: a) Terra esférica; b) Atmosfera cons-
tituída por uma infinidade de capas concêntricas; c) índice 
de refração das sucessivas camadas como função contínua da 
distância ao centro da terra; d) índice de refração assu-
mindo valor unitário no limite superior prático da atmosfe-
ra. Com estas simplificações e com o auxílio das leis da 
ótica Geométrica é possível contruir uma teoria da refração. 
(Gemael, 1975).
Refração atmosférica é o ângulo de desvio de uma onda 
eletromagnética ao percorrer um trecho da atmosfera efetiva. 
Esta que será considerada a partir da superfície terrestre 
até um limite superior prático, no zenite do observador,sen-







Pela figura 1.2, observamos que ao atravessar uma su-
perfície que separa dois meios óticos com índice de refra-
ção iguais a n^ e + dn, o raio de luz que incide nesta
superfície, formando um ângulo ©i , com a normal, refrata-se
ou seja, desvia-se de seu caminho de um ângulo AR.
Seja 0i - 02 * AR
Através da lei Snell da refração, teremos 
n^ sen * (n̂  + A n) sen ( 0^ - aR)
Desprezando o índice 1 para n^ e 0̂ , teremos
n sen © = (n + A n) sen ( 0 - AR)
Desenvolvendo ó 22 membro
n sen 0 = (n + An) (sen 0 cos a R - cos 0 sen aR)
ou
n sen0 = n(sen6 cosA R - cos0 sen AR) + An(sen0 cos-AR -
cos0 sen AR )
(1.5)
Agora se A e C se movem para perto de B, de modo que 




cos a R -► 1
sen a r dR
An sen a R -► 0
Então a equação 1.5, torna-se
n sen 0 = n sen q - n cLR cos 0 + dn sen 0
6
n cLR cos 0 = dn sen 0
“ ■** 6 f  (1.6)
que é a equação diferencial da refração atmosférica, ou ain-
da, a equação diferencial para a variação da direção de pro-
pagação do raio luminoso num meio cujo índice de refiração va-
ria continuamente de ponto para ponto. (Joshi, 1973).
A refração atmosférica é a integral da (1.6)
» “2 * an
s =  ; t s e T  (1.7)
“l
0 ângulo 0 varia no caminho da luz através da atmosfe-
ra terrestre devido a duas causas: (Andrade,1979)
is. - à própria refração;
2ô. - à curvatura das camadas da atmosfera.
Uma das maiores dificuldades na determinação da refra-
ção reside na integração da (1.6). Para fazê-lo, teríamos 
que conhecer a expressão de 0 em função de n. Esta dificul-
dade é no entanto contornada através de hipóteses simplifi- 
cativas. Daí a existência de diversas fórmulas diferentes 
para a determinação da refração.
1.3 REFBAÇ&O ASTRONÔMICA
Um raio de luz proveniente de um astro antes de chegar 
a superfície da Terra, atravessa a massa gasosa (atmosfera) 
que envolve a Terra, passando assim do vazio dos espaços si-
derais para um meio gradativamente mais denso o qual depende 
principalmente das condições meteorológicas (T,p , e) sendo 
qué inevitavelmente ocorrerá uma mudança de direção no refe-
rido raio luminoso; variação esta que poderá provocar um
afastamento ou aproximação à normal ao ponto de incidência, depen 
dendo das condiçois antes referidas.
Como o meio através do qual o raio luminoso se desloca é 
um meio não homogêneo, então a curvatura dos raios luminosos ex - 
plica interessantes efeitos oticos na atmosfera. Em condiçois nor 
mais a densidade da atmosfera diminui gradualmente com a altura 
sobre o nível do mar; o índice de refração também diminui corres-
pondentemente. Portanto os raios luminosos provenientes das estre 
las seguem trajetórias curvas, com a concavidade dirigida para a 
superfície da Terra. Um observador na superfície da Terra vê a 
estrela na direção da tangente ao raio luminoso que penetra em 
seu olho e para este observador a estrela estará mais próxima do 
zenite que na realidade. No entanto este efeito é maior para as 
estrelas próximas do horizonte, onde a diferença é maior que 0,5 
grau e nulo para estrelas próximas ao zenite.
0 raio luminoso emanado do astro ao penetrar cada camada 
refrata-se aproximando-se da normal no ponto de incidência ; como 
são infinitas as camadas, a trajetória luminosa, retilínea até a- 
tingir a atmosfera, a partir daí transforma-se numa curva cuja 
concavidade estará voltada para o plano do horizonte do observa - 
dor. Uma tangente ao último elemento da curva materializa a dire-
ção em que se observará o astro, na realidade situado mais abaixo, 
a trajetória do raio luminoso estando contida no vertical do as - 
tro, é uma curva plana e côncava para o solo, onde concluímos que 
não há refração em azimute havendo alteração apenas na distância 
zenital do astro, de acordo com a primeira observação do item 1.1 






Da figura 1.3, vemos que o ângulo E'AZ é a distância ze- 
nital aparente da estrela. A distância zenital verdadeira, é exa 
tamente o ângulo que a reta do ponto A até a estrela faz com a 
vertical. Assim Z = Z’ + R onde R mede o desvio do raio lumi 
noso durante a sua passagem pela atmosfera e denomina-se ângulo 
de refração astronômica e Z* a distância zenital aparente da es-
trela.
1.4 REFRAÇÃO NAS MEDIDAS ELETRÔNICAS DE DISTÂNCIA
1.4.1 PROPAGAÇÃO DAS ONDAS ELETROMAGNÉTICAS
A experiência tem mostrado que a velocidade de propaga - 
çSo de uma onda eletromagnética num meio qualquer é diferente de 
sua velocidade de propagação no vácuo, isto porque sendo o meio 
de propagação dispersivo e não homogêneo contém portadores de 
carga ( elétrons e prótons ) cujos campos elétricos interagem 
com qualquer campo aplicado externamente.
Estes portadores de carga estando em movimento (spin dos elé 
trons e órbitas em tomo do núcleo), causam momentos magnétl 
cos os quais interagem com qualquer campo magnético aplicado 
externamente. A existência de tais interações dissipativas 
no campo externo e o tempo de interação finito necessário pa 
ra a variação da posição ou movimento dos portadores de car-
ga, retardam a propagação do campo externo através do meio , 
exceto quando ocorrer ressonância, que é o fenômeno da igual 
dade das frequências do campo externo e da interação atômi-
ca.
Uma onda eletromagnética basicamente tem dois campos 
de energia perpendiculares, um magnético e outro elétrico. 
Num nível macroscópico, a causa do retardamento do campo elé 
trico num meio é caracterizado por um parâmetro chamado de 
permissividade elétrica e a causa do retardamento do campo 
magnético por permeabilidade magnética.(Wells,1974)
Assim, a velocidade de propagação através de um meio 
pode ser expressa por
V = \/\j y e 1 (1.8)
onde e é a permissividade elétrica e y a permeabilidade ma-
gnética do meio.
A permissividade e a permeabilidade para o vácuo são 
respectivamente
-12 -1 -2 2 
e0 = 8,854 . 10  N  m C
yQ = 4 t 10 ̂ m kg C ̂
As constantes e e y são determinadas em condiçoes
0 0 -
de laboratório, experimentalmente ou através das relações
n
onde o valor de  «= 10  é o adotado desde a 118 conferen-
cia Geral sobre Pesos e Medidas, reunida em 1960.
2 _ -7 2
e *  c = 10 c
onde c é a velocidade da luz no vácuo.
A razão entre a velocidade das ondas eletromagnéticas 
no vácuo, c, e num meio qualquer, v, é chamada de índice ab-
soluto de refTação do meio, designado por n.






Mas  e _ _  e  - =  / onde e e ur
e o r  yo r
são a permissividade e a permeabilidade relativas do meio. 
Então a equação (1.9) ficará
n = —  = \/Er yr' (1.10)
v
onde c = 299.792,5 + 0,4 kn/s é o valor recomendado desde
1957 pela União Geodésica e Geofísica Internacional.
Em geral, como Pr difere muito pouco da unidade para a 
maioria das substâncias que transmitem ondas eletromagnéticas, 
podemos escrever
n = (1.11)
Ao se considerar o meio de propagação como sendo dis-
persivo, a velocidade de propagação que terá um significado
físico real será a velocidade de grupo.






onde v e a velocidade de grupo, v- é a velocidade de fase 
8  ̂
e X o comprimento dedonda. Para um meio não dispersivo, o
fator de dispersão será nulo, assim v = v„
& i
Fisicamente então a velocidade de propagação de ondas
eletromagnéticas em meios de dispersão normal (v < v„), e
8 f
a prépria velocidade de grupo com que a informação e trans-
mitida»
Relacionando as velocidades de grupo e fase com os ín-
dices de refraçãò de grupo e fase, teremos
c cn = ——  e n_  ------
8 f vf (1.13)
Assim de (1.12) e (1.13), temos
dnf
ng nf dX (1.14)
1.4.2 ESPECTRO PE PREQUERCIAS PAS RADIAÇÕES ELETROMA.GRÉTICAS
As ondas eletromagnéticas cobrem um intervalo bastante 
grande de frequências ou comprimentos de onda e podem ser 
classificadas de acordo com sua fonte principal. A classi-
ficação não tem fronteiras bem definidas, uma vez que dife-
rentes fontes podem produzir ondas em intervalos que se so-
brepõem.
0 espectro de frequências de interesse para medidas 
eletrônicas de distancias é dado pela tabela 1 , onde é de 
nosso interesse considerar somente os casos para altas fre-
quências a partir de 30 MHz, assim teremos:
a) Radio-írequências - Os comprimentos de ondas vari-
ando desde alguns quilômetros
até 0,3 m. 0 intervalo de fre-
quência vai desde alguns Hz até 
IO9 Hz.
b) Micro-ondas - Os comprimentos de ondas variam
desde 0,3 m até 10~3 m. 0 in-
A , 9
tervalo de frequências e de 10 Hz
até 3 x 10LL Hz.
c) Infravermelho - Cohre os comprimentos de ondas de
IO”3 m até 7,8 x 10~^ m
(7.800 R ). 0 intervalo de fre-
quência vai de 3 x IO3-3" Hz até 
4 x 10^ Hz. Essa região é sub-
dividida em três: infravermelho
-3 -5distante de 10 m a 3 x 10 m
, _5
infravermelho medio de 3 x 10 m 
a 3 x 10*"̂  m e o infravermelho 
próximo que se estende até cerca 
de 7,8 x 10  ̂m.
d) luz ou espectro visível - Estende-se de compri-
mentos de ondas desde 
7,8 x 10 7m até 3,8 x
-7
10 m, com frequências
14variando de 4 x 10 Hz 
a 8 x ÍO3"̂ Hz.
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TABELA 1
ESPECTRO DE FREQÜÊNCIAS DAS RADIAÇÕES ELETROMAGNÉTICAS
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1.4.3. EFEITOS SOBRE AS ONDAS ELETROMAONÉTICAS
As ondas eletromagnéticas ao se propagarem através de 
um meio estarão sujeitas a três efeitos distintos nos sinais 
medidos, os quais contribuirão para a precisão final da linha 
medida (Friberg, 1971). São eles :
(1) Atenuação do sinal ao viajar através do meio;
(2) Retardamento na velocidade de propagação ao via-
jar através do meio.
(3) Curvatura do raio de propagação do sinal ao via-
jar através do meio .
Estes efeitos atuarão de modos diferentes para dife-
rentes tipos de ondas, sendo então distintas as suas contri - 
buiçoes para a precisão final da medida.
Neste trabalho estaremos considerando somente os efeji 
tos de (2) e (3), uma vez que os equipamentos utilizados pa-
ra medidas eletrônicas de distância tem seus alcances limita-
dos.
Os estudos das correçoes dos efeitos (2) e (3), serão 
realizados para observaçois na baixa troposfera (fonte e re-
fletor sobre a superfície terrestre) e para observações de
corpos celestes (naturais ou artificiais).
Nas observaçois sobre a superfície terrestre serão u- 
tilizadas as correçoes devidas aos parâmetros atmosféricos pa 
ra a melhor determinação da refratividade do meio e a redução 
geométrica do caminho percorrido pelo sinal. Nas observaçois 
de corpos celestes consideraremos as correçois da distância o 
bservada devido ao retardamento na velocidade de propagação •
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lo5 GEOBÉSIA CELESTE
Estaremos considerando aqui que o resultado direto das 
observações de um satélite, quando realizadas com equipamen-
tos eletrônicos, estarão sujeitas as correções devidas'acur-
vatura da trajetória das ondas eletromagnéticas na atmosfe-
ra, bem como do efeito devido ao retardamento da velocidade 
de propagação que ocorrem pelo mesmo fenomeno físico que é a 
variação do índice de refração da atmosfera.
Consideremos dois pontos A e B (fig, 1.4) num meio cu-
jo índice de retração n é variável, ocorrendo assim um des-
vio na trajetória da onda eletromagnética passando o raio SQ 
a ser um deslocamento curvo S.
B
(figura 1.4)
Considerando-se que o tempo de propagação das ondas
eletromagnéticas num meio é mínimo e dado por
+  S
1 " c (1.15)
onde c é a velocidade da onda eletromagnética no vácuo.
0 tempo total de propagação será dado por
T = í dt (1.16)
s
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onde S é a distancia geométrica desde a posição do satélite 
no instante t, até o receptor»
Como a a o tempo real de propagação será
T = / - ds 
s c
Assim,
c.T * S = / n d s 
s
0 erro causado pela refração será
As « s - s 
AS = / n ds - s
S O
como
S =£(l+n-l) ds = ^ds + £(n-1) ds = S + £(n-1) ds
AS = S + /(n-1) ds - S 
s °
e
AS = (S“S0) + / (n-1) ds
s
onde a integração é realizada ao longo do percurso eletro-
magnético»
Assumindo que o percurso eletromagnético e o geométri-
co são coincidentes, S ar So, ignoramos o efeito da curvatura 
no tempo de propagação do sinal eletromagnético, o que não 
será válido para observações próximas a horizontal (segundo 
Joshi, 1973, altitudes até 6o), assim, a contribuição da re- 
£ração no tempo de propagação será dada pelo retardamento na 
propagação do sinal devido ao decréscimo de sua velocidade»
Entao, teremos
AS «s /(n - l)ds (1.17)
s
que e a integral "básica para a correção da refração na dis-
tância eletromagnética observada devido a variação na velo-
cidade de propagação do sinal, a qual será subtraida da dis-
tância eletromagnética observada S para se obter a distância 
satélite-receptor corrigida da refração.
Simbolicamente teremos:
distância satélite-receptor, corrigida da refra-
ção.
distância eletromagnética observada, 
correção devido a refração da distância eletro-
magnética observada.
A correção do efeito da refração atmosférica devido ao 
retardamento na velocidade de propagação das ondas eletro-
magnéticas que serão apresentadas neste trabalho, são devi-
das as propagações de rádio-frequências e frequências éticas 
em especial a LASER.
FREQÜÊNCIAS ÓTICAS - Para estas frequências as regiões 
de efeitos consideráveis tanto para corpos celestes artifi-
ciais como naturais são a troposfera e a estratosfera.
Os efeitos da ionosfera não são observados e o vapor 
d*agua tem pequeno efeito sobre estas frequências, como se 
pode ver pelas equações para o cálculo da refratividade.
Assim sendo, as correções da refração atmosférica , nas 
distâncias observadas utilizando LASER estão entre 2 e 6 m 
(Lehr, 1969).
onde S = s—r
S =
A S =
R1DIO-FRE~CIAS - O comportamento das ondas de rádio 
(freq. até l5GHz) para as regiões da troposfera e estra-
tosf'era é o mesmo que das ondas de luz, exceto que 
i'ratividade é dada por (~th e Weintraub, 1953). 
sua re-
(N- 1) 106 = N = 77,6 -f-T + 3,73 x 105 e 7 (1.18) 
Na ionosfera, as ondas de rádio são afetadas por 
p~tador~s de cargas como resul. tado da radiação solar. A 
refração das ondas de rádio nesta região dependem de alguns 
fatores, principalmente da densidade de elétrons, carga do 
elétron, frequência de giro do elétron e campo magnético da 
Terra, mui to dos . quais variáveis no tempo e no espaço. 
sim, a refratividade numa posição r ,e tempo t é dada 
fórmula de Appleton - Hartree (Joshi, 1973), Eq. n5!3.34 
capítulo 3. 




CORPOS CELESTES ARTIFICIAIS - A distância da estação 
terrestre ao satélite 
artificial é medida pela transmissão de uma onda eletromag-
nética de fase modulada. 
O sinal é recebido pelo satélite e retornaà estação 
com uma diferença de fase, sendo esta, proporcional a dis-
tância de propagação. 
Devido a refração atmosférica correções são requeridas 
para o cálculo da distância medida, usando-se a velocidade 
de propagação da luz no vácuo em lugar de velocidade real de 
propagação da onda eletromagnética. 
Segundo 'tToshi, 1973, um sistema de rastreamento ameri-
cano que utiliza este princ!pio é o SECOR (Sequential Col-
lation of Range). 
Alguns modelos para a correção da distância observada 
serão apresentados no capítulo 3. 
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1,5.2. MEDIDAS COM FEEQüERCIAS OTICAS
A frequência ótica mais comum na medida de distancia 
de corpos celestes artificiais ou naturais e a LASER. O tra-
tamento da correção da distância observada e o mesmo daque-
les considerados para ondas de rádio ignorando-se os efeitos 
da ionosfera e do vapor d*agua. Ho capítulo 3, apresentare-
mos alguns modelos para a correção da distância observada.
2. CORREÇXO DA REFRAçXO EM OBSERV AÇXO DE DIREçl0 
2.1 EM ASTRONOMIA 
Para se obter o valor da. distância zeni tal real de um. 
, , 
corpo celeste, seja ele natural ou artificial e necessario 
corrigir o valor da distância zenital observada da refração 
devido a atmosfera t en-estre.Da figura 1.3, temos que 
• z = z + R e (2.l) 
• onde Z é a distância zenital real, Z , a distância zenital 
observada e R a correção devido a refração da atmosfera. - e 
A refração será chamada de refração astronômica RA 
quando o objeto estiver fora dos limites da atmosfera. Quan-
do o objeto estiver dentro da -atmosfera (caso da maioria dos 
satélites artificiais) a refração será chamada de refração 
atmosférica R .A diferença entre as duas chama-se refração a 
diferencial 6R. 
Uma estrela situada em E (no infinito) e um satélite 














Tanto para o cálculo da refração atmosférica como as-
tronômica, temos as limitações devidas a distância zenital
observada ou seja, podemos separar o referido cálculo para
• o * o
Z 4 75 e Z > 75 .
2.1.1 CÁLCULO DA REFRAÇãO PARA Z* < 75°
0 cálculo da refração em distâncias zenitais de ate
75°$ e apresentado por diversas equações de autores e epocas
diferentes, sendo que cada uma delas tem sua característica 
própria bem como a precisão oferecida. Apresentaremos a se-
guir algumas destas equações onde os resultados são compara-
dos com a tabela da refração media dada por Ivan I. Mueller, 
1969.(Hoskinson e Duerksen,1952,pag.173) tabela 9, anexo I.
2.1.1.a - HASSAU (1948) - Apresenta uma fórmula para o cál-
culo da refração que e baseada nas condições de temperatura do 
ar de 10fiC, pressão atmosférica de 760 mmHg e
dada por
Re = 60, 6 . cotg h (2.2)
onde h e a altura observada. Sendo que o erro desta for-
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mula e em torno de 4,4de arco para altura de 20 , decres-
cendo com o aumento da altura.
2.1.1.b - SMART (1960) - considera que para corpos próximos 
ao zenite do observador as camadas atmosféricas são admitidas 
como um», serie de planos paralelos cada um com densidade 
constante (atmosfera estratificada). á admitido que a rela-
ção n - n -  0,00029 onde nQ e o índice de refração no local 
da observação e n o índice de refração* igual a unidade na po 
siçao do objeto fora da atmosfera efetiva.
Assim nas condições de pressão barométrica de 760 mmHg 
e temperatura de 10° C temos,
n - 1 = 0,00029
O
Re « 206265 . 0,00029. tg Z
logo
B e .« 59,8". tg Z* (2.3)
í , . A
onde Z e a distancia zenital observada» Esta relação apre— 
senta erros de ate 2 de arco para distâncias zenitais de 
ate 45°, decrescendo com o decréscimo de Z . 0 valor mais
preciso determinado por meio de observações astronômicas é
tt
58,2 , assim
Re =58,2" . tg z' (2.4)
0 erro obtido por esta relação é de 2 de arco para distân-
o f •
cia zenital de 70 , decrescendo com o decrescimo de Z .
Considerando-se que o índice de refração n depende da 
temperatura e pressão atmosférica, uma formula que expresse 
a correção da refração em termos destas duas quantidades for-
necerá resultados mais precisos. A relação empírica dada 
por Comstocks (Smart, 1960) é
Ee” - ffo-ti • 00te h’ <2*5)
onde P é a pressão barométrica em polegadas de Hg, t em gra-
« w
us Fahrenheit e h a altura observada. Nas condições de
pressão barométrica de 760 mmfíg, temperatura de 10° C, obte-
mos:
Re" = 57,67 . cotg h (2.6)
Ifi
0 erro obtido por esta relação é de 0,7 de arco para dis-
tância zenital de 70°, decrescendo quando h' aumenta.
Para distâncias zenitais observadas maiores que 45° 
(Smart, 1960) deixa de considerar a atmosfera como formada 
por camadas planas estratificadas, e passa a admiti—la como 
esférica. Assim o desvio sofrido por um raio ao' passar de 
uma camada esférica de índice de refração n para a próxima 
camada com índice de refração n + dn terá como desvio total
4
uma relação que nos fornece a refração total devida a toda 
atmosfera e dada por:
23
Re= R no sen 2 °( -  R̂ nQ  sen Z )   ̂ dn
n (2.7)
onde E é o raio geocêntrico do objeto, R o raio da terra, n 
e no os índices de refração na posição R e R respectivamente, 
Z a distancia zenital observada.
Quando o objeto está dentro da atmosfera a integral po-
de ser avaliada para qualquer altura do objeto que se deseje. 
Entretanto quando o objeto estiver fora da atmosfera n = 1, 
a integral independe da altura do objeto pois o mesmo é su-
posto estar no limite superior da atmosfera efetiva.
Podemos ver que a fórmula geral da refraçao envolve du-
as variáveis, R e n. 0 índice de refraçao de qualquer camada 
depende das características físicas da camada a qual, depen-
derá da altura geocêntrica acima da superfície terrestre, ou 
seja n = f(R). Antes da referida integral ser rigorosamente 
calculada a relação entre n e R deve ser especificada. Para 
isto envolve a aplicação das leis físicas abrangendo a pres-
são, densidade e temperatura doar, n=f(p, 6,T).
Como o nosso conhecimento do estado físico da atmosfera 
superior á insuficiente para indicar a dependência precisa de 
n e R, somos assim, forçados a tratar a equação geral por mé-
todos aproximados.
2.1.2 MÉTODOS PARA A RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO GERAL DA REFRAÇÃO
2.1.2.1.  SMART (1960) - apresenta uma forma para a reso-
lução da equação geral a partir da relação
-|-.-l + s (2.8)
onde R e R são respectivamente as distâncias geocêntricas do 
objeto observado e do observador e s uma pequena quantidade 
que varia desde zero na superfície da Terra até 0,01 no limi-
te da atmosfera efetiva. Usando-se a relação (2.8) e deepre-
2 3
zando-se os termos em s , s , etc, podemos escrever,
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(R2n2- rV  sen Z')  = I (n2-n2sen2Z'+ 2 sn2) 2
R  °
1
1 / 2 2 2 1 ~ 2  0 _2 
= <n. -n0sen z ) (1-------  ,
K n -n̂ sen Z
Assim, podemos escrever a equação geral na forma
* 1 —   —
R = n sen Z f ~X 2 2  2'. 2,
e  o  n n (n -nAsen Z )  dn -o-
• 3  (2.9)
n sen Z / °Snfn2  2 ' ~ õ
o sn(n -nQsen Z )   ̂dn
2
A expansão pelo teorema do 133216110 e somente valida se 2 sn
2 2 2 1 m
é pequeno comparado com ( n - nQ sen Z ) e onde nQ e n são 
aproximadamente unitários, e é inválido quando o corpo ce-
leste está no horizonte ou proximo dele.
Desenvolvendo o primeiro termo de (2.9) e considerando 
que nQ - 1 + x, onde x e uma quantidade pequena, temos
R̂ = f (x) = sen"*1 Ĵ(l + x) sen Z J - Z
Pelo teorema de Maclaurim, e negligenciando os termos 
superiores de x, temos
t
R-L = x tg Z
como n = 1 + x 
o
^ = (nQ - 1) tg Z (2.10)
flo desenvolvimento do segundo termo da (2.9) relacio-
nemos inicialmente n com a densidade atmosférica P através 
da lei de Gladstone e Dale,
n = 1 + CP (2.11)
onde c e constante de valor numérico 0,226. Assim com  as
devidas considerações, temos
R̂ = -B tg Z seĉ Z (2.12)
onde :9 (a qual é C/R x massa de coluna considerada) pode 
ser observada como dependente da temperatura e pressão. 
Combinando (2.10) e (2.~2), chega-se a 
• 3' Re = A tg Z +:9 tg Z (2.13) 
onde A pode ser escrita por (n - 1) + B. 
Finalmente, a expressão numérica para as condições de 
pressão barométrica 760 mmHg e temperatura de 100 C é 
n • n 3' 
R = 58,294 tg Z - - 0,0668 tg Z e (2.14) 
" Os valores obtidos por este modelo diferem de no máximo 1,1 
de arco para distância zenital de 802 , decrescendo com o de-
, . creSC:l.mo desta. 
2.1.2.2 OTERMA (1960) - apresenta a relação 
- i6 u3 sec6 Z + 000 ] 
(2.15) 
n 
dn Uo = n' o -n 
n 
, o M _d_n 
n n 
n 
M2 u2 = , o dn -n n 
n 
M3 dn U3 = n' 
o -n e M = n 2 R2 2 R2 - 1 n o o 
Foi assumido o modelo de que a temperatura decresce u-
nif'ormemente com a al. tura a partir da superf':!cie terrestre 
até o limite da estratosfera quando então permanece constan-
te. Assim, os valores dos coeficientes Uo' U1 ' U2' ••• , são 
determinados utilizando-se a relação de Gladstone e Dale e-
quação (2.11), e dados por: 
n 
U = 60,17052 o 
1 .. -2 2 U1 = 6,6968 x 10 
25 
5  "  -6
— U, = 1,0704 x 10
16 3
* W
Este modelo fornece valores que diferem de 4,4 de arco para distân 
ciâ zenital de 609, decrescendo com o decrescimo desta.
2.1.2.3* BALDINI (1963) - apresenta a relação
Ee= + V V 1) tS3Z* + A2(no-l)tg5z' (2.16)
onde
Ao = 0,99827  Ax = -0,00130  A2 = 0,000006
sendo o cálculo de nQ para o plano do observador dado pela equação 
de Barrei e Sears, 1939. Assim pela equação de Edlén(l953),
t— 1 \ nane a a 16,288 , 0,136(n-l) 10 = 2876,04 + (2>17)
sendo A o comprimento de onda da luz em microns.
Então » p „ .̂-7  e
(n - i) = .(.n~U  _ 9/55 ,.,10 .•__o  (2 i8n
'o  '  1+at * 760  1 + cx t
o o
onde t é a temperatura em graus celsius no plano do observador , 
Pq , eQ dados em mmHg e a = 0,00367.
I
Este modelo fornece diferença máxima de 0,3 de arco quando a dis-
tância zenital é 509, decrescendo para os dois extremos a partir 
deste valor.
2.1.2.4.  SAASTAMOINEN (1971) - Apresenta uma relação baseada 
na distribuição simétrica radial de n considerando a Terra esférî 
ca. Assim a equação geral assume a forma
Re = 16"271 tgZ
2 1 Po ~ 0,156 e
1+0,0000394 tg Z (—-----   )
o
P - 0,156 1
( -2—£-------  -0,0749
o
3 1
tg Z + tg Z
Prt  (2.19)
0 )1000
onde P , e são dados em milibares et em graus Kelvin, para o 
0 0 o t
local de observação.Esta fórmula é aplicável para Z 75 2.
I
Este modelo fornece valores que diferem de 14 de arco para dis-/ 
tância zenital de 609, decrescendo com o decrescimo desta.
2*1.3 CÁLCULO DA REFRAÇlO PARA Z > 75°
Mueller, em Spherical and Praticai Astronomy As Appli-
ed To Geodesy, apresenta uma tateia de valores médios da re- 
fração para as condições de pressão barométrica 760 mmHg, 
Temperatura 10° C e a umidade de 60$. A referida tabela foi 
por nos adotada como modelo para a comparação dos valores 
obtidos pelas relações propostas. Esta tabela foi calculada 
por meio do método de Willis para as distâncias zenitais de 
0 a 85°. Para observações tomadas próximas ao horizonte, 
tabelas especiais da refração baseadas somente nos dados ob-
servados são usadas em observatórios. Entre elas as tabelas 
de Pulkovo Observatory (1870) e tabelas de Greenwich (1898), 
sendo a primeira usada por Mueller para completar a sua ta-
bela de valores médios.
2.1.3.1 AKDRADE (1979) - considerando que qualquer atmos-
fera pode ser substituida por outra simplificada, definida 
por ui««, superfície dióptrica a qual ele considera ser a su-
perfície de separação de dois meios óticos com índices de 
refração iguais aqueles dos extremos da atmosfera dada e que 
contém o centro de massa da coluna atmosférica de base uni-
tária percorrida pela luz.
Para o cálculo da refração atmosférica, Andrade pro-
pôs a relação:
[•R = tg I sen  ̂ ( — -—  . sen Z ) 1 R+ç
n
ln ^  (2.20)
onde R é o raio médio de terra e ç a altura da superfície 






fig.2.2 - Ângulo £ entre o raio incidente e a normal
Da figura acima, pela lei dos senos, temos
sen K _ sen(l80-Z')




obtendo-se deste modo o valor de £ ? 
Então a equação (2.20), resume-se a
n
R = tg Ç ln — “ n
(2.22)
8
sendo n e n os índices de refração para os níveis do solo e da 
P  s/ . . .
superfície dióptrica respectivamente e onde R e a refraçao atmos
férica em radianos.
Para o cálculo da refração astronômica, Andrade apresenta
ainda que
R = e
tg F sen 1 (  -- sen Z')
L R + c J
ln np (2.23)
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Assumindo o modelo adotado por Edlen (1966)-
. ..6 47230,0
(n - 1) 10 =   Z2
173,3 - X (2.24)
onde X é o comprimento de onda.
Para outras condições atmosféricas o índice de refra-
tividade e dado por
( n - 1 ) = 1 " '^eo1 ' 2M ( I ’ ' 16'4 ! I 1 (2-25>
onde T = temperatura em °K
P = pressão total do ar em mmHg 
e = pressão parcial do vapor d*agua em mmHg.
Andrade, tomando o valor de X = 0,555 um como repre-
sentativo da luz visível, obteve de acordo com a (2.24).
(n - 1) x 106 = 277,736
Substituindo este valor na equação (2.25), obteve
(n-1) x 106 = 105,247 (f) - 16,4 (-|-)
Tomando—se o raio da Terra como 6.367.447 m e a alti-
tude do centro de massa da coluna atmosférica de base unitá-
ria como constante e igual a 8.458 m (ver Andrade, 1977), a 
equação (2.23) resulta
R = tgjsen”1 (0,998673 sen Z*)] ln [l + 105,247 x
10”6 (| ) - 16,4 x 10"6 (-|-)]
T 1 (2.26)
para R em radianos. Para R em segundos de arco, seráe
r" = 206265 R (2.27)e
Andrade afirma que por se admitir ç constante a equa-
ção (2.26) so não e válida para Z nos intervalos de 80° a 
100° e 260° a 280°.
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Este modelo fornece diferença nula para distância zenital
,  »•
de 762, onde a diferença maxima de 0,3 de arco foi obtida para
distância zenital de 722. para distância zenital de 78fi a dif^ 
, "
rença e de 0,3 de arco menor que o valor da tabela 9.
2.2 EM FOTOGRAMETRIA
O ângulo entre o eixo ótico da câmara e a tangente ao 
raio real medido num ponto acima do terreno (figura 2.3)»toma-
do como positivo, para fora do deslocamento radial da imagem 
e causado pela refração atmosférica, recebe o nome de ângulo 
de refração fotogrametrica. Este ângulo e uma função da va-
riação da densidade do ar em todos os pontos ao longo do raio. 
Para o cálculo da refração fotograme trica pode ser assumido 
que a atmosfera e constituida por uma serie de finas camadas 
concêntricas, cada qual com a densidade constante. Neste mo-
delo atmosférico, a refração e causada pela variação na den-
sidade das vizinhanças (limites) das camadas as quais decres-
cem com o aumento da altura.
P
fig. 2.3
De acordo com a lei de Snell da refração, para um raio 
de luz que penetra numa vizinhança, o produto n sene é o mes-
mo em ambos os lados da vizinhança:
n sen 6 = constante
Asaim, a partir da equação diferencial da refração atmosférica 
(equação 1.6)
de = tge ~
teremos a refração devida a cada camada considerada, a qual con
tribui para a determinação da refração fotogramétrica (figura 
2.3) dada por z - Z
de = Z'"~-Z"~- ae
S  p
onde Z, Z e Z são respectivamente as alturas da camada consi- 
P 8derada, da superfície do terreno e da câmara (Schut,1969).
A seguir apresentaremos alguns modelos para a correção 
da refração fotogramétrica dados por vários autores,cujos resul 
tados serão comparados com os valores da tabela da refração fo-
togramétrica dada por G-.H.Schut ,1969. (tabela 4 do anexo i)
2.2.1 MANUAL DE FOTOGRAMETRIA DA A.S.P. (American Society of
Photogrammetry, 1966 - pag.396) 
Partindo-se da suposição que £= l/2d6 sendo de a equa-
ção diferencial da refração atmosférica, teremos
(2-28)
<9
onde:  e = é a refração fotogramétrica em radianos
a = ângulo entre o raio de luz e a vertical 
do solo
n = índice de refração no nível da câmara
o
n = índice de refração para o nível do terre-
P
no.
Testando a equação (2.28), para o modelo atmosférico de 
latitude 502N, para pontos ao nível do mar e a = 459» vimos 
que sua aproximação é menor que 1,2 de arco para alturas de vôo 
até 6 km, decrescendo com o aumento da altura. Para o modelo
I
atmosférico ARDC-1959» a diferença é de 1,0 de arco para a mes-
ma altura anterior.
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2*2.2 BERTRAM (1966) - Apresenta uma equação diferencial para
a refração fotograme trica em termos da 
variação da velocidade da luz com a altitude. Todo o seu tra-
balho é desenvolvido no modelo de atmosfera A R D C (1959) 
(Air Research and Development Command), considerando a at-
mosfera dividida em capas concêntricas de mesma espessura. A 
equação diferencial é
dv
■j  _  Z  dZ





ZQ = altura de voo em relação ao solo. 
v = velocidade da luz, constante para a altura ZQ
Se for considerado o efeito da curvatura da terra na 
refração fotograme trica, Bertram mostra que a refração foto- 
grametrica pode ser expressa como
z z_
C _ tg a , ° „ dv  , tg a , ( Z - Zo ) _Z  dv
" ~̂Z~ of Z dZ dZ + v7z~ o  R dZ ̂
o o
(2.31)
sendo R o raio da terra.
0 primeiro termo da (2.31) á a solução para uma Terra 
plana e o segundo termo, quando for necessário considerar o 
efeito da curvatura da terra, sendo que para alturas de 64 km 
por exemplo, o efeito da curvatura e de 1# do valor do pri-
meiro termo.
Considerando-se o modelo atmosférico adotado, Bertram 
calculou as tabelas 1 e 2 do anexo I, as quais fornecem va-
lores para a refração fotogrametrica para alturas de vôo ate 
80.500 m anima do nível do mar.
Ao considerar a refração para um ponto sobre a su-
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perfície a tuna determinada altura do nível do mar,  Bertram 
propôs a relação
z
e = e - -P e
s  zs P (2.32)
onde es = refração para alturas de vôo Zgt acima do nível do 
mar.
ep = refração para o ponto objeto a uma altura Ẑ, aci-
ma do nível do mar.
Como foi constatado por Schut em 1969, o segundo termo 
da equação (2.32) está errado, obrigando então Bertram (1969) 
a publicar outra equação para o cálculo da refração para pon-
tos a quaisquer altitudes. Portanto a equação (2.30) e assu-
mindo que v = c, Bertram generalizou assim
e - (£g=f~)c Z/Zs ‘ 2 - V dv = K t9 ° (2-33)s py  P  *
como v = c (1 - 0,000226 p)
onde P e a densidade atmosférica como uma função da altitude 
e c a velocidade da luz no vácuo.
Assim, substituindo dv por - 0,000226 c dp e integran-
do a (2.33) por partes:
zs
vtn  r, X  0,000226 r  Ar,  n r m moc
K(ZS'ZP) = zs- z  Zp p dz - °-000226  PS (2.34)
sendo Ps a densidade na posição da câmara, Zg e Ẑ respecti-
vamente altura de vôo e altura do ponto no solo, ambas em 
relação ao nível do mar.
Tomando-se
K (Zg) = 0,000226 Ps
6 2 (2.35)
I(Z) = 0,000226 /pdz
o
teremos
K(W  = r~- z C I(zs> - I(zo) 3 - R<ZJ (2.36)
TJtilizando-se das equaçoes(2.35) »Bertram construiu uma 
tabela (tabela 3» anexo I), baseando-se no modelo- atmosféri-
co AKDC-1959* Esta tabela foi por nos ampliada para alturas 
até 49 km» a partir de 5 km.
Este modelo fornece valores cuja aproximação é inferior 
a 0,3 de arco para altura de vôo de 40 km, diminuindo a dife - 
rença para outras alturas^
Para outros ângulos a, deve-se multiplicar os valores 
da tabela por tg a, assim
e = K tg a
2.2.3 - SCHÜT (1969) - Ele assume que a refração fotogramé-
trica na atmosfera real é a mesma que 
numa atmosfera padrão. Afirma também que acima de 20 km os 
modelos atmosféricos ICAO 1952; AEDC 1959 e U.S. Standard 
Atmosphere 1962, são praticamente os mesmos. Para o calculo 
da refração é admitido que a atmosfera é constituida de uma 
série de finas camadas concêntricas cada qual com densidade 
constante.
Com uma, aproximação diferente, Schut apresenta uma e- 
quação idêntica àquela dada por Bertram,
s
e = 0,000226 I ( Z - Z ) Ap (2.37)
s P P
onde Ap é a diferença de densidade entre duas camadas conse-
cutivas.
A tabela 4 do anexo I, fornece valores da refração pa-
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ra a U, S. Standard Atmoephere 1962 para um raio a 45°  com 
a vertical. Para outros ângulos, valores da refração podem 
ser obtidos raultiplicando-se por tg a os valores da tabela, 
onde a e o ângulo desejado.
Para se obter a refração nas alturas de voo dadas 
em relação ao nível do mar, desenvolvendo o somatório da equar- 
çao (2.37), teremos
Z (Z-Z )Ap = £ Z Ap - Z Z Ap - Z Z Ap ,
p o  o P \2.3oJ
substituindo na equação (2.37)
- F^f ep - °'000226 *9 ° Ŝ T, ,p." PP>s p  s p c s p
(2.39)
onde eg e e são a refração fotograme trica para altura de 
voo e para altura do solo, ambas com relação ao nível do mar. 
P_ e  são as densidades da atmosfera nos níveis da câmara
s  p
e do solo respectivamente.
2.2.4 SAASTAMOIUEN (1972) - Apresenta a equação diferencial
da refração fotogramótrica na 
forma
R-Ri , n 2
de = (s—b-> í?5dn + r, £2“
R2_R1 n 2R,
R-





cujos elementos são definidos na figura abaixo
Esquema de ilustração da refração fotogramétrica de 
devido a refração para o ponto P de uma camada esfé-
rica da atmosfera. (Saastamoinen, 1972).
Apos a consideração da variação de 0 com o índice de 
refração de acordo com a lei da refração
n B sen 0 = n2 B2 sen e = const. (2.41)
foi encontrado que
n. n.
e = ê2—   / X(R-R.)dn + A, J x (R-R, ) dn - A_ / X(R-R, )x dn




1 = ^7 I1 + ( 1 + -\) tg2a 1= 1̂ (1 + f-tg2a) (2.43)
2 u 2R-  J *
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e
A2  R2 (R̂ -R) £ 1 + ( 1 + ) tg2a]* g-i  (2.44)
2 2 1 2R̂ 2 1
0 primeiro teimo da equação (2.42) dá o valor da re-
tração para todas as aplicações quando a curvatura da terra 
for negligenciada. De acordo com Saastamoinen (1972)  os 
dois últimos termos são devidos aos efeitos da curvatura e 
terão pouca influência nos valores da refração para vôos aĉ 
ma de 20.000 metros,sendo dispensáveis para alturas menores.
Considerando ás grandezas físicas atmosféricas, Saas-
tamoinen reescreveu a equação (2.42) como segue
e = '■V1’ Vo  p'-p
Po 9 t9° C5M  ~V 4  ]+ 6l+ *2 <2-45)
onde
üq = índice de refraçao para uma atmosfera seca, pres-
são PQ e temperatura aDsoluta To.
Ra = Constante dos gases para o ar seco.
2
g = valor para aceleração da gravidade (9,790 jd/b )
61= A1 n' 1«-R1)'Jn - A2 „/̂ IR-R̂ 2 dn (2.46)
I a correção da curvatura Terra.
R _(n.-l)T  R ei“eo
á2= 4g í P  (1” r“>~ cŵtga ̂ r_-r1 )+cw tgâTT̂ (2.47)
é a correção para a umidade onde:
= constante dos gases para o vapor d*agua 
e = pressão parcial do vapor d*agua
cw = constante, = 12,3 x 10”̂ para todos comprimen-
tos de onda da luz visivel. (Édlen, 1966).
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Negligenciando os termos e <$2 na equação (2.45) e 
substituído os termos constantes por seus valores numéricos 
Saastamoinen, finalmente escreveu, assumindo o ar seco:
e = 2,316 tga ( ^  R - 34,11 ^  ) (2#48)
onde
e = refração fotogramétrica em microradianos 
ple p2 ” F1*68880 barométrica em milibares para os níveis do 
solo e câmara.
T = temperatura absoluta para o nível da câmara (273?2 
+ t2°c)H = altura de voo em quilômetros acima do nível do solo.
a = 45 s
Usando-se o modelo atmosférico U.S.S.A. 1976, os valo- 
res obtidos com a (2.48) não excedem a 0,1 daqueles obtidos 
por Schut,1969 para alturas de vôo até 1 km, decrescendo a d^ 
ferença com o acréscimo da altura.
Tanto Saastamoinen (1972) como também Schut(1969) apr£ 
sentaram formulas para a correção da refração fotogramétrica 
devido efeitos da curvatura da terra. Estas correçoes entre-
tanto, para vôos até 100 km de altura não chegam a ser 1 mi- 
croradiano.
2*2.5 - ANDRADE (1977) - Considerando que qualquer atmosfera
pode ser substituída por outra sim-/ 
plificada, definida por uma superfície dióptrica(fig.2.2) a 
qual ele considera ser a superfície que separa dois meios ót:L 
cos com índice de refração iguais aqueles dos extremos da at- 
mosféra dada, e cuja superfície contém o centro de massa da 
coluna atmosférica de base unitária percorrida pela luz. É d£ 
mostrado que
m
„/ s Z dm
5 = _E i  (2.49)
M
P
onde ç e a distancia desde o solo ate o centro de massa de 
uma coluna atmosférica entre os níveis do solo e da câmara, 
Z é a altura de vôo, dm o elemento de massa e M a massa to-












ç = x=?-..-x- i (2.51)
n - n 
P  s
valores de ç são dados nas tabelas 5 e 6 do anexo I, ambas 
calculadas para o ponto P no nível do mar.
Se o ponto considerado não estiver no nível do mar, 
teremos para qualquer altura,
,  ^("o ~ V  ~ s>(n° - V  . g  (2-52)
5 = "p - "s P
onde
ç = valor de ç correspondente a altitude da estação s
da câmara.
£ = valor de C correspondente a altitude do ponto
P
sobre o solo.
nQ/np,ns = índices de refração para os níveis do mar, do 
ponto sobre o solo e da câmara.
z = altitude do ponto sobre o solo.
P
Assim, para uma atmosféra padrão adotada e para um pon-
to sobre o solo a qualquer nível, a refração fotogramétrica 
será dada por :
~ (n -n ) - ç (n -n ) 
E = tg a z -z s p 
[ s os p op 
np - n 5 
- Z J ln p (2.53) 
onde Z é a altura de vôo em relação ao nível do mar e s , 
sera dada em microradianos. 
E 
A tabela 7 do anexo I, calculada pela relação 2.53 dá 
a refração fotogramétrica para um ponto a qualquer nível.Atr~ 
vés da tabela 6 do anexo I, podemos calcular a refração foto-
gramétrica pela equação (2.53). 
Usando-se o modelo atmosférico ARDC - 1959, vimos que 
li 
os valores obtidos com a equação (2.53) não excedem a 0,06 de 
arco daqueles dados por Schut,1969 para alturas de vôo de 
3 km, decrescendo para outras alturas de vôo. 
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A2
3. CORREÇÃO DA REFRAÇÃO NAS MEDIDAS 
ELETRÔNICAS DE DISTÂNCIA




As correções aplicadas nas medidas eletrônicas de dis-
tância são devidas ao retardamento da velocidade e para li-
nhas longas (maior que 30 km, Roy, 1971) da curvatura.As cor-
reções da distância devido ao retardamento da velocidade são 
normalmente baseadas nas medidas dos parâmetros atmosféricos 
nos extremos da linha medida (estação e refletor).
3.1.1 ÍNDICE DE REFRAÇÃO
0 cálculo do índice de refração I fator limitante da 
precisão obtida na medida de distância. Assim sendo a deter-
minação do índice de refração no caminho percorrido pela onda
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I essencial para os instrumentos mais precisos* Ao se adotar 
ftigiim padrão atmosférico, alguns fatores determinam o seu va-
lor exato:
1 - A composição dos gases na atmosfera que é quase
constante.
2 - Quantidade de vapor d*agua na atmosfera.
3 - A temperatura e pressão da mistura dos gases.
4 - A frequência do sinal irradiado.
Segundo DAVTD WELLS (1974), um modelo adequado da re- 
fíação troposférica pode ser dado assumindo-se que a tropos- 
fera e constituida somente por dióxido de cartono, vapor d*a- 
gua e outros gases agregados sot o titulo de ar úmido-seco 
com dióxido de cartono. 0 que se considera na realidade é 
que a atmosfera contém 0,03# de dióxido de cartono.
Peste tratalho estaremos considerando as correções dos 
sinais emitidos tipos microondas, infravermelho e luz vi-
sível.
3.1.2 MICROONDAS
0 cálculo do índice de refração é dado pela forma mo-
dificada da relação de ESSEN e FROOME (1951) aprovada provi-
soriamente pela Associação Internacional de Geodésia em 1960.
, n̂ 6  103.46  ̂ 490814.24 0
(n — 1)10 otí. o i + • P o * (3*1)d l + t ( 273f2 +
onde p = pressão atmosférica medida em mmHg 
e *= pressão do vapor d*agua em mmHg 
t = temperatura do ar (tulbo seco) em °c
Como o índice de refração n pode ser representado pela 
refratividade N, temos
H = (n - 1 ) 1 0 (3.2)
Brunner (1976), apresenta a relação
s = I M Í (p. e ) + § í ^ ( 1 + 2 m ) e (3.3)
Como representando a formula de ESSEN e FROOME (1951),
onde:
p = pressão do ar em militares 
e = pressão do vapor d*agua em militares 
T « temperatura do ar em graus kelvin
Outra relação possível para o cálculo da refratividade 
e a de SMITH-WEINTRAUB
ou aindá, separando a equação acima em componentes "seca" e 
"umida"
H = H + H = 77,6 | + 77,6 x (4810) (3.5)
s Tu
onde
Tg e = temperaturas em sk
p = pressão em militares
e = pressão parcial do vapor d'agua em militares
Segundo BHUHNER (1976) a relação (3.3) não aprèsenta 
efeitos apreciáveis de dispersão para comprimentos de onda 
A de 0 ,3 a 100 cm.
BtJRKSIDE (1971) afirma ser válida a relação (3.3) para 
frequências ataixo de 30 GHz, para \ = 1 cm, temperatura en-
tre - 20° a + 60°C, pressão do vapor d*agua superior a 100  
mmTTg sendo o erro desta relação menor ou igual a 1  parte em 
10 6 ( 1 ppm) onde então a precisão desta formula e satisfatá-
ria para a maior parte dos trabalhos com equipamentos de mi-
croondas.
Para o cálculo da pressão do vapor d»agua, considera-
remos a formula apresentada por MEADE (1972), por nos parecer 
a mais prática
t
e = e* - 0,000367. p (t - t') . (1 + * (3-6)
onde
p = pressão atmosférica em polegadas de Hg 
e* = pressão do vapor saturado, em polegadas de Hg 
t = temperatura do ar (bulbo seco), em °P. 
t = temperatura do ar (bulbo úmido), em °P.
AUDHCIAÇãO (1978) apresenta uma fórmula prática ( de
autor desconhecido) para o cálculo da pressão do vapor satu-
rado dada por
t  I ] r  ,





e0 = 6,11 mb
t = temperatura do ar (bulbo seco ) em °C 
a = 7,5 
b = 237,3 °C
Quando se trabalha com microondas como sinal transmi-
tido, a dispersão devida a atmosfera tem efeito muito peque-
no, sendo inclusive negligenciada; porám erros cometidos na 
determinação dos parâmetros atmosféricos contribuirão negati-
vamente nos resultados obtidos.
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Segundo ME ADE (1972), um erro de 1°C produzirá uma va-
riação em tomo de 1  ppm nas medidas tomadas com microondas, 
um erro de 2 ,5 mm na pressão, causará uma variação de 1  ppm 
na correção do índice de refração e o efeito da umidade na 
correção do índice de refração pode ser 100 vezes maior para 
microondas do que para ondas de luz.
Por conveniência de cálculos a correção do índice de 
refração para medidas com microondas, em partes por milhão 
da distancia pode ser dado na forma
Correção (ppm) = I - Ap - Be (3*9)
onde I * índice de refração padrão (Cuhic Corporation =
1 ,000320 e Meade = 1 ,000325) utilizado para a
calihração do instrumento, 
p - pressão em polegadas de mercúrio, 
e = pressão do vapor d'agua em polegadas de mercúrio, 
t = temperatura ( bulbo seco ) em SF. .
a 4730 p 40394200
“ 459,7 + t e * (459,7 +t)2
Correção (metros) = D. Correção em ppm (3.10)
Sendo D o valor da distância medida em metros. Os dois últi-
mos termos da equação (3.9), representam o índice de refra-/ 
ção real no instante da medida .
3.1.3 LUZ VISÍVEL E IKPRAVERMELHO
0 cálculo do índice de refração á dado pela formula de 
BABHEL e SEARS (1939), recomendada pela União Geodésica e Geo-
física Internacional em 1960.
/ 1 \ / -.'v 273 P- 15,02
t - 1> “ <np “ 1) 273 + t * 760 “ 273 + t ® 10
(3.11)
onde
n^ * índice de refração do ar para as condições de 0°C, 
760 mmHg e 0,03# COg . 
n^ = índice de refração real (para temperatura t)*
t = temperatura do ar (bulbo seco) em °Ç.
p = pressão em mmHg.
e = pressão do vapor d*agua em mmHg (calculado pela
fórmula 3.6).
0 índice de refração n pode ser obtido através do de-
P
senvolvimento de EDLEN (1953) que tem sua expressão na forma 
de Cauchy
(n - 1)108 « 28760,4 + 162j8-8- + (3.12)
P X Xo o
onde e o comprimento de onda da luz no vácuo expresso em 
um»
Para medidas de distancia, usando-se luz não monocro-
mática, a refratividade N para a velocidade de grupo (eq.s
1.12) deve ser usada em lugar de N na equação (3.2); assim
temos a relação usada pelo National Geodetic Survey dos E.U.A.
n - 1 + (287,604 + ) . lo-6 (3.13)
8 X2 X4
onde n^ = índice de refração de grupo para X em microns nas 
condições de 0°c> 760 mmHg e 0,03# COg.
Nas condições reais de medida, temos
n a* t j. “ 1______?______ 5. ,e^lO—  O.M)a _ . 76Q t u . w
1 + 273,2 273,2
onde
P a pressão em mmHg
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t = temperatura em °C 
e = pressão do vapor d1 agua em imriHg
Simplificando para fins de cálculo, temos:
0,359474(n  1).p  1,5026.e.10 5
n = ! +   a----------_£-----------------(3.15)
a  273,2 + t 273,2 + t




0,5500 - lâmpada de vapor Hg 109,460
0,5650 - lâmpada de Tungsténio 109,129
0,6328 - laser vermelho 107»925
0,9200 - Infravermelho (próximo) 105,496
0,9300 - Infravermelho (próximo) 105,450
Brunner (1976) apresenta outra relação para luz não- 
monocromática dada por:
N = 287,569 + 3 (  ) + 5( °-'0̂39 )  (3.16)
9 X̂ X4
Para as medidas de distância utilizando luz visível ou 
infravermelho, a fórmula para o cálculo da correção do índice 
de refração, em partes por milhão da distância, e usada na 
forma
Correção (ppm) = I - 27̂ 2'+1 + 273,i + t (3.17)
onde I = índice de refração padrão ( pode ser calculado pe-
la relação I=c/4uf, onde c é a velocidade da luz no vácuo, u 
e a unidade de comprimento de onda e f a frequência do sinal 
utilizado)
N = refratividade, constante para dado valor de X 
P = pressão em mmHg 
t = temperatura em 2C 
e = pressão do vapor saturado em mmHg
Correção (m) = D. correção em ppm (3.18)
onde D é o valor da distância medida em metros.
Segundo Meade (1972) se um valor médio de 0,5 ppm é usado 
para a correção da umidade, o termo envolvendo e, pode ser de^ 
prezado.
As correçoes dadas pelas equações ( 3.10) ou (3.18 ) deve 
rão ser somadas algebricamente as distâncias medidas para se ob 
ter a distância corrigida dos efeitos da atmosfera.
3.1.4 REDUÇOÊS DA MEDIDA OBSERVADA
Após terem sido feitas as correçoes do índice de refra-/ 
ção pelas relações ( 3 .9 ) ou ( 3.17 )» teremos a distância cor 
rigida do efeito de retardamento da velocidade de propagação da 
onda eletromagnética através das relações (3 . 1 0 ) ou ( 3 .18 ). 
Outra forma para esta correção é a apresentada por H&pcke 1964,
* ^ ' 4. / 1 1 \K = D - D = c. t ( - - — “ )
o
= o. t ) • d' k  - »>
onde D* é a distância indicada pelo aparelho com base no va-
lor constante do índice de refração nQ, c é a velocidade da 
onda eletromagnética no vácuo, t é a metade do tempo de tran-
sito e n o valor médio do índice de refração do percurso con-
siderado»
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Considerando-se o meio real de propagação, a distância real é 
dadà por
D = D' + K'
ou (3.19)
D * D*( 1 + A n )
Esta equação fornece diretamente o valor da distância já 
corrigida dos efeitos da atmosfera, cuja correção é igual aque-
la dada pelas equações ( 3.10 ) ou ( 3.18 ) .
Tendo-se obtido o valor da distância corrigida do efeito
de retardamento da velocidade, finalmente devemos fazer a redu- 
ção geométrica da medida eletrônica *
3.1.4.1 REDUÇÃO GEOMÉTRICA DA MEDIDA ELETRÔNICA
Após a correção do efeito de retardamento da velocidade, 
são aplicadas às medidas eletrônicas algumas reduções necessá-/ 
rias antes da redução ao nível do mar.
A. - CORREÇÃO DA CURVATURA DO PERCURSO DC RAIO
A partir da figura (3.1)» pode-se demonstrar que,
(H0pcke,1964)
B
= 2 p sen
como « - 2 (3.20)
3 " P
^  - 2 p sen
Desenvolvendo em séries para funções trigonométricas, temos
S, = D - —   j + — ” 4 (3*21)
1 24 p 1920 p
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Desprezando-se a pequena contribuição do ultimo termo,
Sx = D + (3.22)
onde é o valor da corda, D a distância corrigida pela re-
lação (3.1 9 ) e a correção devido a curvatura do raio entre
os pontos e Pg.
A correção para a curvatura do raio é dada por





chamada de coeficiente de refração, onde R e p são os raios da 
terra e curvatura respectivamente. Para a correção da curva-
tura um valor padrão do coeficiente de refração k^ e k^ são 
normalmente adotados (MEADE, 1972), assim temos
para luz k^ = 0 , 1 3 para observações diurnas 
k^ = 0 ,20 para observações noturnas
para microondas = 0,25
Para cálculos detalhados do coeficiente de refração 
ver (HOPCKE, 1964) e (BKÜMER, 1977).
Assim pela relação (3.23) temos
24 p“ 24 I?
D3 (3.24)
Assim, substituindo na (3.22) teremos a distância 
corrigida da curvatura. Para R=6400 Km,D=65 Km e usando sinal 
de micro-ondas, esta correção não será superior a 7 cm.
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B. - CORREÇÃO PARA A INCLINAÇÃO ENTRE OS PONTOS  e Pg
Considerando a figura 3.1, temos
Cos a =
(R + + (R + V 2 -





substituindo e simplificando temos
sl"s2 =
<H1 - H2} 
S1 + S2





Desprezando-se o último termo pelo seu pequeno valor, temos
(H1 - H2) 
S1 + S2
H1 + B2 
R(Ŝ + S2)
Uma aproximação geralmente adequada (HÓPCKE, 1964) t é
S2 = S1 -







S2 —  + K2 +
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(MEADE, 1972) apresenta uma relação para se obter a 
distância diretamente sobre o geóide, partindo da distância já 
corrigida da curvatura e cuja diferença não é superior a 2.10""ê 
comparada com o valor obtido pela relação (3.25) para D=65 km,
„2 (D - AH)(D - AH)
«i STd + j i )  a + ^
Então, teremos para a correção da inclinação
(H1 - h2)2
K2 " T d-- - (3.26)
(MEADE, 1972), alerta que o erro de uma unidade na di-
ferença de altura, produzirá uma variação na correção da in-
clinação de AH/D, onde AH e a diferença de altura e D a dis-
tancia inclinada. Assim, sobre uma linha de 5000 metros de 
comprimento e uma diferença de 500 metros nas alturas das es-
tações, um erro de 1 metro na diferença de altura causará uma 
variação na correção da inclinação de 10 centímetros. Uma 
formula conveniente para a determinação da diferença de al-
tura entre as duas estações á dada por
Ah = D Cos Z + (1 ~ k) B d2
T r * D (3.27)
onde
AH = diferença de elevação 
D *= distância inclinada 
Z * distância zenital 
k = coeficiente de ref ração 
R = raio de curvatura da Terra.
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C. - CORREÇÃO PARA A ALTURA SOBRE O NÍVEL DO MAR 
O último termo da equação (3.2 5)
H, + H0
k3 - - -2— -  J  (3.28)
será a correção para a altura sotre o nível do mar.
Finalmente, pela figura (3.1 ) e pela lei dos senos,te-
remos que
D2 “ R 01 - 2 R arc sen ~
£ R
Desenvolvendo em séries para funções trigonométricas, temos
2 2 2 4z 24R 640R
Desprezando a pequena contribuição do ultimo termo, teremos
S2
°2 = S2 + - 4
OU 24R
D2 " s2 + k4 (3.29)
onde D^ é a distância sobre a superfície da Terra, S  ̂o va-
lor da distância soLre o nível do mar e a correção devida 
a curvatura da Terra.
D. - CORREÇÃO PARA A CURVATURA DA TERRA
D^
K, = -JL— r, (3.30)
* 24 R
Para R=6400 km, D=65 km esta correção não será superior a 27 cm, 
aproximando—se a 1 mm para distâncias de 10 km.
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Com as duas correções das curvaturas combinadas, teremos
^  + E = (1 - k2) — 2 ^
x 4 24 R
com os valores médios de k^ = 0,13 e k^ *= 0,25, temos
63 D3K.. + K, = 7 - 7--- 5 para luz
^  4 64 24R
K, + K, = tÍ —  ̂ para microondas
^  4 16 24R
3.2 MEDIDA DE DISTÂNCIA DE CORPOS CELESTES
Devido a não uniformidade do meio, visto a variação de 
sua densidade, consequentemente a variação do índice de re-
tração, vários autores tem apresentado modelos para a resolu-
ção da equação (1.17). A seguir apresentaremos alguns dos 
referidos modelos.
3.2.1 Correção da distância observada devido aos efeitos da 
troposfera e estratosfera nos sinais de ondas de rádio 
emitido por satélites artificiais.
3.2.1.1. CUBIC CORPORATION - A relação sugerida por
esta entidade é dada
por (Joshi, 1973)
- h/k-,
Kx ( 1 - e J)




As = correção da distância observada
K^ as correção da refratividade vertical (=2,7 metros)
Kg * correção da escala horizontal (» 0,0236)
K^ = constante (altura da escala = 7000 metros)
E0 = ângulo de elevação 
H = altura do satélite em metros*
3.2.1.2. SAASTAMOIHEN(1973) - Baseado na distribuição
radialmente simétrica de 
n para uma terra esférica, assumindo conhecidas as condições 
de temperatura e pressão a equação (1.17) deriva-se na ex-
pressão para a correção atmosférica da troposfera e estratos-
fera, da medida eletrônica observada da distância do satélite 
ao receptor, na forma
is = 0 ,0 02 2 7 7  sec  Zq [Pq+ (i|5S + 0,05). -  B t g 2Z ] + í
O O R
(3 .3 2 )
ou em termos da altitude do satélite
As _  0 ^ | | 2 77 [p + ( 1255 + 0 /0 5  , _ _ § _  ] +  ô
sen E0 L o Tq tg R
(3 .3 3 )
onde
is s é a correção da distância em metros.
Z0 = distância zenital aparente do satélite.
P0 = pressão atmosférica em milibares.
eQ — pressão parcial do vapor d*agua em milibares.
T0 * temperatura absoluta em graus Kelvin.
E0 * altitude do satélite.
0 índice "o” refere -se as grandezas medidas na es-
tação receptora.
B é uma função da altura (ho) da estação (da ordem da 
unidade) e <SR é usada quando E0 está entre 10° e 30° e e 
tabelada em função de EQ e hQ ( anexo I, tabela n2 8 ) sen-
do da ordem de 0,001 m a 0,0121 m. Saastamoinen recomenda 
sua formula para Eq > 10°e estima erros em torno de 10 a 20 
cm.
3.2.2 Para ondas de rádio propagando-se através da ionosfe- 
ra, (Joshi, 1973 e Wells, 1974) a relação de Appleton 
Hartree para a correção do índice de refração é dada 
por:
f (r t)  —
n(r,f,t) = [l  N—  '—  . - 1 2
f2  a J (3.34)
onde fN(r,t) - é a frequência de ressonância do elétron plas-
ma para o ponto (r,t).
f (r,t) = [SííUiLs! ] 5
N tt  m
N(r,t) - é a densidade de elétrons na posição r  e 
tempo t 
e = carga do elétron
m = massa do elétron
e a é uma função complicada do valor do campo magnético da 
terra na posição r, da orientação do campo magnético para a 
direção de propagação e da frequência de propagação f.
0 índice de refração ionosférico pode ser expandido em 
potências inversas da frequência dado por
onde os são funções da posição e do tempo, mas não da fre-
quência.
Assim a contribuição ionoefeVica para a medida de dijj
tancia é
bi b2
4 8^  * ifJ( a - 1  ) ds = "2 + “  + • • • (3.35)
onde os não são funções da frequência.
Uma aplicação comum desta relação é aquela utilizada 
na contagem Doppler dada por
f
A10 = N. - N .  = — - ( As. - As. )12 obs. vacuo c 2 1
onde - Aŝ  = representa a variação da distância
do satélite ao observador no intervalo de 2 minutos TU.
Assim,
As0 - As = As 0 = ( N - N <• ) —2 1 12 obs. vacuo fo
onde podemos ver que a correção da distância devida a refra- 
ção ionosférica é uma função da correção da mesma refração na 
contagem Doppler válida no vácuo,
al a2N. - N ,  = An_ = —  + —obs. vacuo I fo io
limitando—se à precisão de l^ordem e desprezando as correçoes 
quadráticas e de ordem superior, o problema da refraçao ionoŝ  
férica fica resolvido com o uso de apenas duas frequências, o 
btendo-se assim o valor do coeficiente â  •
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Nas situações em que o satélite se aproxima do obser-
vador a correção ionosférica é negativa e quando ele se afas-
ta é positiva.
3.2.3 Nos casos onde o sinal LASER é utilizado, a correção 
devida a refração troposférica pode ser dada pelas se-
guintes relações:
3.2.3.1. GODDAED SPACE FLIGHT CENTER - esta organiza-
ção usa uma
relação simples para a correção da distancia eletrônica ob-




As = correção a ser subtraida da distância observada
em metros.
E = altitude do satélite, o
3.2.3.2 LEHR (1967) - Recomenda uma relação para a
correção do efeito da refração 
atmosférica na medida eletrônica observada, baseada na pres-
são, temperatura e altura da estação de observação dada por:
2,238 + 0,0414 (Po/Tq)- 0,238 Hq
As =  ---------------- -— IT5
sen E + 1 0  cotg E o o
(3.37)
onde A s  = correção da distância observada em metros. 
= pressão atmosférica em milibares.
60
Tq = temperatura em Kelvin.
= altura da estação acima do nível do mar em km. 
Eq = altitude do satélite.
3.2.3.3 SAASTAMOINEN (1973) - com o mesmo tratamento
discutido anteriormente 
no modelo 3«2.1.2, Saastamoinen chegou a uma expressão para 
a. correção atmosférica da troposfera e estratosfera da medi-
da eletrônica observada dada pela forma:
As = 0,002357 sec Z(Pq+ 0,06 eQ- B tg^Z) + ^
onde
Ag = correção da distancia observada em metros.
Z = distância zenital aparente do satélite.
= pressão atmosférica em milibares.
eQ = pressão parcial do vapor d'agua em milibares.
B e $ = são também dadas pela tabela nô 8 do anexo I, daL
mesma forma descrita anteriormente.
0 coeficiente numérico do primeiro termo foi calculado 
para um comprimento de onda de 0,6943 microns para um siste-
ma Laser rubi.
Para outros sistemas Laser este coeficiente pode ser 
calculado pela relação:
0,39406(173,3 + -,)
"(173,3 - V  (3,39)
onde * é o comprimento de onda do sistema expresso em microns.
0 modelo de Saastamoinen estima erros em torno de 1 a 
2 cm na correção da distância observada para distâncias zeni- 
tais não superiores a 80 graus.
CONCLUSOÊS
Devido as constantes mudanças dos fatores atmosféricos 
e a impossibilidade de se obter estes fatores em todos os pontos 
entre o observador e o objeto, é que se desenvolveram vários mo-
delos para as correçoes dos efeitos da atmosfera nas observaçoês 
de direção e nas medidas eletrônicas de distância. Como o nosso 
conhecimento do estado físico da atmosfera superior é insuficien 
te para indicar a dependência precisa do índice de refração com 
a distância geocêntrica, somos assim, forçados a tratar a equa-/ 
ção geral da refração (equação 2.7) por métodos aproximados.
Um modelo para a determinação da refração em observa-
ções angulares baseado numa atmosfera formada por camadas planas 
estratificadas é aquele dado por Comstocks (equação 2.6) o qual, 
entre os mais simples é o que melhor se aproxima dos valores for 
necidos pela tabela 9 do anexo I, adotada como padrão. As dife-/
I» A
renças observadas foram de 0,7 de arco para distância zenital de 
702, decrescendo com o decréscimo desta. Um modelo para a so-
lução da equação geral é aquele apresentado por Andrade (equação 
2.27) à partir de uma atmosfera simplificada definida por uma su 
perfície dióptrica. Este modelo fornece os melhores valores ao 
serem comparados com a tabela 9. Nas mesmas condiçoês da referi- 
da tabela este modelo apresentou uma diferença maxima de 0,3 de 
arco para distância zenital de 72e, diferença nula para distân-/
I*
cia zenital de 762 e diferença superior a 1,0 de arco para dis-/ 
tância zenital de 802, aumentando com a aproximação da horizon-/ 
tal.
0 padrão adotado para a refração fotogramétrica é dado 
pelo modelo de Schut 1969, cujos valores são apresentados na ta-
bela 4 do anexo I. Para a determinação desta refração, entre os 
modelos apresentados o que melhor se aproxima do padrão é aquele 
dado por Andrade (equação 2.59) cuja aproximação não excede a
n a
0,06 de arco do valor dado pela tabela 4 para altura de vôo de 
3 km, decrescendo para outras alturas.
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Nas medidas eletrônicas de distância de corpos sobre a 
superfície terrestre, teremos que após a correção dos efeitos da 
troposfera através das relações (3.10), (3.18) ou (3.19), reduzi 
las geometricamente até se obter a distância ao nível do mar (e- 
quação 3.25), para finalmente se ter a distância sôbre a superfí 
cie terrestre através da equação (3.29).
Nas medidas eletrônicas de distância de corpos ceies-/ 
tes a equação (1.17) é a equação geral para a correção da refra-
ção na distância eletrônica observada, para cuja solução são a-/ 
presentados vários modelos sendo os mesmos dados para diferentes 
tipos de sinais utilizados. Para sinais de ondas de rádio, a cor 
reção dos efeitos da troposfera e estratosfera é dada pela equa-
ção (3*32) a qual dos modelos apresentados é a que fornece os m£ 
Ihores resultados; seu autor estima erros em torno de 10 a 20 cm 
para corpos celestes com altitudes superiores a 102. Para a cor-
reção dos efeitos da ionosfera nos sinais de ondas de rádio, a 
diferença de distância é dada pela equação(3.35). Para sinais de 
laser, o modelo dado por Saastamoinen (equação 3.38) estima um 
erro máximo de 3»4 cm na correção da distância medida devido a 
troposfera, para distância zenital observada de 802 e conclui 
que o erro padrão na correção da distância será de 1 a 2 cm. De-
vido ao fato de que nao são observados efeitos da refração ionojs 
férica sobre as medidas realizadas com laser, e que o vapor d'a- 
gua tem pequeno efeito sobre elas, é que a correção da refração 
atmosférica nas medidas com laser está entre 2 e 6 metros, poden 




RETRAÇÃO ATMOSFÉRICA PARA MOVELO ATMOSFÉRICO - ARVC 
1 9 5 9  - ( I n t e s i v a l o  de  c a l c u Z o  - 1 000 metKoò )
z P p' p 'Z /2 2
1





( n U c t i o A a d , )
500
1.225
0.113 28 I4 0.028 6 .4
1,500
1.112
0.105 79 121 0.081 18.3
2 ,500
1.007
0.098 121 321 0.129 29.1
3 ,500
0.909
0.090 157 599 0.172 38.8
4 ,500
0 .819
0.083 186 942 0.210 47.5
5,500
0 .736
0 .076 210 1,338 0.244 55.1
6 ,500
0.660
0.070 228 1,776 0 .274 61.9
7,500
0 .590
0.064 241 2,245 0.300 67.8
8 ,500
0 .526
0.059 249 2,735 0.322 72.8
9,500
0.467
0.054 255 3,239 0.341 77.1
10,500
0.413
0.049 256 3,750 0.357 80.7
11,500
0.365
0.053 304 4,310 0.375 84.8
12,500
0.312
0.045 283 4,897 0.392 88.6
13,500
0,267
0.039 262 5,442 0.403 91.1
14,500
0.228
0.033 240 5,944 0.410 92.7
15,500
0.195
0.028 218 6,402 0.413 93.3
16,500
0.166
0.024 200 6,820 0.413 93.3
17,500
0.142
0.021 181 7,201 0.412 93.1
18,500
0.122
0.018 163 7,545 0.408 92.2
19,500
0.104
0.015 147 7,855 0.403 9 1 A
20,500
0.089
0.013 132 8,137 0.397 89.7
0 .076
TABELA  2
RETRAÇÃO ATM OS FÉR ICA PARA MOVELO ATMOSFÉRICO - ARVC 
1959  -  lIn£e.sivalo de c a l c u l o  - 30 00 me£sio&)
z P p' P ' W 2
1
—  2 
Z
226 
—  2  
Z




0.0390 400 8,137 0.397
23,500
0.0406
0.0244 287 8,824 0.375 84.7
26,500
0.0247
0.0159 211 9,320 0.352 79.6
29,500
0.0152
0.0095 140 9,670 0.328 74.1
32,500
0.0096
0.0056 91 9,900 0.305 68.9
35,500
0.0061
0.0035 62 10,050 0.283 64.0
38,500
0.00400
0.0021 40 10,150 0.264 59.7
41,500
0.00264
0.00136 28 10,220 0.246 55 .6
44,500
0.00177
0.00087 19 10,270 0.231 52.2
47,500
0.00122
0.00055 13 10,310 0.217 49 .0
50,500
0.00085
0.00037 9 10,330 0.205 46;3
53,400
0.00061
0.00024 6 10,340 0.193 43 .6
56,500
0.00041
0.00020 6 10,350 0.183 41 .3
59,500
0.00031
0.00010 3 10,360 0.174 39.3
62,500
0.00022
0.00009 3 10,370 0.166 37.5
65,500
0.00015
0.00007 2 10,370 0.158 35.7
68,500
0.00010
0.00005 2 10,380 0.152 34 .4
71,500
0.00006
0.00004 1 10,380 0.145 32 .8
74,500
0.00004
0.00002 1 10,380 0.139 31.4
77,500
0.00002
0.00002 1 10,380 0.134 30.3
80,500
0.00002
0.00000 0 10,380 0.129 29.1
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TABELA 3
Tabela calculada pelas relações (2.35),assumindo-se 
P do modelo atmosférico ARDC - 1959 .
z p R I
0 1,225 276,8 0
1 1 , 1 1 2 251,3 264,0
2 1,007 227,5 503,4
3 0,909 205,4 719,9
4 0,819 185,1 915,1
5 0,736 166,3 1090,8
6 0,660 149,16 1248,7
7 0,590 133,34 13 9 0 ,1
8 0,526 1 18 ,8 8 1 5 1 6 , 1
9 0,467 105,54 1628,3
10 0,413 93,34 1727,8
1 1 0,365 82,49 1815,7
12 0,312 70,51 1892,2
13 0,267 60,34 1957,5
14 0,228 51,53 2013,5
15 0,195 44,07 2061,3
16 0 ,166 37,52 2 10 2 , 1
17 0,142 32,09 2136,9
18 0 ,12 2 27,57 2166 ,8
19 0,104 23,50 2192,3
20 0,089 2 0 , 1 1 2214,1
21 0,076 17,18 2237,7
22 0,0650 14,69 2248,7
25 0,0406 9 ,18 2260,6
28 0,0247 5,58 2268,0
31 0,0152 3,44 2272,5
34 0,0096 2,17 2275,3
37 0,0061 1,38 2277,1
40 0,00400 0,90 2278,2
43 0,00264 0,60 2278,9
46 0,00177 0,40 2279,4
49 0,00122 0,28 2279,8
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REFRAÇlD FOTOGRAMÉTRICA EM MICRORABIANOS PARA
TABELA 4













para alturas do solo em 
quilómetros
00 li,0 2,0 4,0 00 10 2,0 4,0
0,5km. 65 23km. 85878371,258,4
1,0 126 0 0 24 840 76769,857,2
1,5 185 60 25 82275068,256,0
2,0 241117 00 26 80373366,754,8
2,5 293171 56 27 78471665,153,5
3,0 343223109 28 76669863,652,2
3,5 390271159 29 74768262,050,9
4,0 435317206 0,0 30 72966560,549,6
4,5 477361251 4,8 31 71264859,048,3
5,0 516402293'9,2 32 69463357,547,1
5,5 553440 33313,5 34 661 60254,744,8
6,0 588476370 17,5 36 63057452,142,6
6,5 621'51040621,3 38 60154749,640,5
7,0 65154243924,8 40 57452247,338,5
7,5 679572470 28,2 42 54949
O 45,136,7
8,0 70659949831,3 44 52647743,135,0
8,5 730 62552534,2 46 50445741,333,5
9,0 752649550 37,0 48 48443839,632,1
9,5 77367157339,5 50 46542138,030,7
10,0 79269159541,9 52 44840536,529,5
10,5 80970961544,1 54 43239035,228,4
11,0 82572663346,1 56 41737633,927,3
11,5 850 752660 49,0 58 40336332,726,3
12,0 87177468351,5 60 38935131,625,4
12,5 88879270253,7 62 37734030,624,5
13,0 90280871855,5 64 36532929,623,7
13,5 913820 732 57,0 66 35431928,723,0
14,0 922830 74258,2 68 34431027,822,2
14,5 92883775159,2 70 33430127,021,6
15,0 93384275760,1 72 32529226,221,0
15,5 93584676260,7 74 31628425,520,4
16,0 93684876561,2 76 30827724,819,8
16,5 93684976661,5 78 300 27024,219,3
17,0 93484876661,7 80 29226323,618,8
17,5 93284675561,8 82 28525623,018,3
18,0 92884376461,8 84 27925022,417,8
18,5 92384076161,7 86 27224421,917,4
19,0 91883575761,5 88 26623921,417,0
19,5 912830 75361,3 90 26023320,916,6
20,0 90582474861,0
21,0 89181273860,3 Z > 90 2,340 2,076 1,837 ,426
22,0 87579872659,4 L-\ Z —2 Z-4
TABELA 5
REFRAÇAO FÕTOGRAMETRICA PARA O MOVELÕ ATMOSFÉRICO 
LATITUDE 5 OQ W (P o n t o A  a o  nZve.Z d o  mati ,  a  = 4 5 ? )
- (k m ) ( n - l ) x  1 0 ^ £ (km) e (K a d  x 10^)
»
e
0 283 .31 0 0.00 0.00
0 . 2 277 .72 0 .10000 2 .7 9 0 .58
0 . 4 272 .21 0 .19928 5 .5 3 1 .14
0 . 6 266 .8 0 0 .29782 8 .1 9 1.69
0 . 8 261 .47 0 .39597 1 0 .8 1 2.23
1 256 .22 0 .49365 13 .37 2 .76
1 . 5 243 .46 0 .73583 19 .5 4 4 .03
2 231 .21 0 .97429 25 .37 5.23
2 .5 219 .45 1 .20922 30 .8 8 6.37
3 208 .16 1 .44069 36 .0 8 7.44
3 .5 197 .34 1 .66841 4 0 .97 8.45
4 186 .96 1 .89200 4 5 .5 6 9 .40
4 . 5 177 .02 2 .11312 4 9 .9 0 10 .29
5 167 .50 2 .32988 5 3 .9 5 11 .13
5 . 5 158 .38 2 .54305 5 7 .7 5 11 .91
6 149 .66 2 .75229 6 1 .29 12 .64
7 133 .36 3.15967 67 .67 13 .96
8 118 .49 3 .55126 73 .15 15 .09
9 109 .95 3 .92693 77 .81 16 .05
10 92 .66 4 .28619 8 1 .7 0 16 .85
1 0 .5 86 .96 4 .45932 83 .37 17 .20
12 68 .90 5 .03131 8 9 .8 8 18 .54
14 50 .52 5 .66048 9 4 .11 19 .41
16 37 .04 6 .17169 94 .98 19 .59
18 27 .15 6 .58976 93 .77 19 .34
20 1 9 .91 6 .93088 91 .27 18 .82
25 9 .1 6 7 .54138 82 .6 9 17 .06
30 4 .2 2 7 .89465 73 .43 15 .15
35 1 .9 4 8 .09403 6 5 .0 6 13 .42
40 0 .8 9 8 .20336 5 7 .9 1 11 .95
50 0 .1 9 8 .29434 4 6 .9 6 9 .69
60 0 .0 4 8 .31907 39 .27 8 .1 0
70 0 .0 1 8 .32507 3 3 .69 6 .95
80 0.00 8 .32743 2 9 .49 6 .08
90 0.00 8 .32743 2 6 .2 1 5 .41
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TABELA 6
REFRAÇÃO FOTOGRAMÊTRICA PARA O MODELO ATMOSFÉRICO 
ARDC - 1959 - (Pontos ao nível do mar, a = 459)
(km)
5 ( n - l ) x  1 0  6
Ç (km) e (rad xlO6) ew
0 .0 276.85 0 0 0
1 .0 251.31 0.50000 12.77 2 , 6 3
2 .0 227.58 0.98163 24.18 4.99
3 .0 205.43 1.45253 34.57 7.13
4 .0 185.09 1.90639 43.72 9.02
5 .0 166.34 2.34644 51.85 10.69
6 .0 149.16 2.77073 58.95 12.16
7 .0 133.34 3.18183 65.22 13.45
8 .0 118.88 3.57710 70.62 14.57
9 .0 105.54 3.96045 75.37 15.55
10 .0 93.34 4.32873 79.42 16.38
11.0 82.49 4.67324 82.56 17.03
12 .0 70.51 5.06959 87.16 17.98
13 .0 60.34 5.41862 90.23 18.61
14.0 51.53 5.73460 92.28 19.03
15.0 44.07 6.01561 93.34 19.25
16.0 37.52 6.27508 93.85 19.36
17.0 32.09 6.50192 93.60 19.31
18.0 27.57 6.70134 92.79 19.14
19.0 23.50 6.89088 91.87 18.95
20 .0 20.11 7.05737 90.55 18.68
21.0 17.18 7.20905 89.13 18.38
22 .0 14.69 7.34479 87.51 18.05
25 .0 9.18 7.67735 82.19 16.95
28 .0 5.58 7.92714 76.79 15.84
31.0 3.44 8.09599 71.39 14.73
34.0 2.17 8.20882 66.31 13.68
37.0 1 .38 8.28709 61.69 12.72
40.0 .90 8.33964 57.53 11.87
43.0 .60 8.37566 53.80 11.10
46.0 .40 8.39265 50.43 10.40
49 .0 .27 8.41103 47.47 9.79
52.0 .19 8.42321 44.81 9.24
55.0 .14 8.43135 42.41 8.75




(n-1) X 106 Ç (km) e (rad xlO^)
«
e
61.0 .07 8.44373 38.31 7.90
64.0 .05 8.44764 36.53 7.54
67.0 .03 8.45176 34.91 7.20
70 0 .02 8.45393 33.43 6.90
73.0 .01 8.45621 32.06 6.61
400.0 .00 8.45829 5.85 1.21
600.0 .00 8.45829 3.90 .80
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TABELA 7
REFRAÇÃO FOTOGRAMÊTRICA PARA PIFEREWTES ELEUAÇOES 
PO TERRENO. MOVE LO ATMOSFÉRICO U.S.STANVARV ATMOS- 
PHERE, 1961 - a = 45°
V W 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
Z (km) 
s rad xlÔ cc rad xlÔ cc rad xlÔ cc rad xlÔ cc rad xlÔ cc
1 12.77 8
2 24.17 15 11.86 8
3 34.57 22 22.54 14 11.07 7
4 43.72 28 31.97 20 20.79 13 10.17 6
5 51.85 33 40.38 26 29.48 19 19.14 12 9.37 6
6 58.95 38 47.77 30 37.14 24 27.08 17 17.57 11
7 65.22 42 54.30 35 43.95 28 34.15 22 24.89 16
8 70.62 45 59.97 38 49.88 32 40.33 26 31.32 20
9 75.37 48 64.98 41 55.14 35 45.84 29 37.06 24
10 79.42 51 69.28 44 59.68 38 50.61 32 42.07 27
20 90.55 58 82.51 53 74.48 48 67.77 43 61.06 33
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TABELA 8
COHREç 1d do termo ôl em metros, para a




Altura da estação acima do 
quilômetros.







60fi00' +0,003 +0,003 +0,002 +0,002 +0,002 +0,002 +0,001 +0 ,00 1
66 00 0,006 0,006 0,005 0,005 0,004 0,003 0,003 0,002
70 00 0 ,0 12 0 ,0 1 1 0 ,0 10 0,009 0,008 0,006 0,005 0,004
73 00 0,020 0,0 18 0,017 0,015 0,013 0 ,0 1 1 0,009 0,007
75 00 0,031 0,028 0,025 0,023 0 ,0 2 1 0,017 0,014 0 ,0 1 1
76 00 0,039 0,035 0,032 0,029 0,026 0 ,0 2 1 0,017 0,014
77 00 0,050 0,045 0,041 0,037 0,033 0,027 0,022 0 ,018
78 00 0,065 0,059 0,054 0,049 0,044 0,036 0,030 0,024
78 30 0,075 0,068 0,062 0,056 0,051 0,042 0,034 0,028
79 00 0,087 0,079 0,072 0,065 0,059 0,049 0,040 0,033
79 30 0 ,10 2 0,093 0,085 0,077 0,070 0,058 0,047 0,039
79 45 0 , 1 1 1 0 , 1 0 1 0,092 0,083 0,076 0,063 0,052 0,043
80 00 0 , 1 2 1 0 , 1 1 0 0 ,100 0,091 0,083 0,068 0,056 0,047
VALORES PADRÕES DE B PARA A CORREÇÃO 
TROPOSFÉRICA DA DISTÂNCIA
Altura da estação acima 
do nível do mar (km) B (mb)












Pressão= 760 mmHg, Temperatura= 109C, Umidade relativa=60% 
z no• Ili' ~w 30' 40' !Ili' r.o• 
o .. .. .. .. .. .. .. 
o o.o o . 2 0 . 3 o.,\ o. 7 0. 8 1. 0 
1 1.0 1. 2 1. 3 1. 5 1 .. 7 1.0 2.0 
2 2.0 2. 2 2. 4 2 .. \ 2. 7 2. 9 3. 0 
3 3.0 3 . 2 3. 4 3. 5 3. 7 3. 9 4. o 
4 4. 0 4: 2 4. 4 4. 6 •. 7 4. 9 6.1 
5 h. I h. 1 !v4 h. n 6. 7 6. o ll.l 
li 6. 1 ri. 3 li. 4 6. 6 6. 8 6.9 7. 1 
7 7.' 7. 3 7. 5 i. R 7. 8 8.0 8.1 
H H. 1 H. 3 H .• ~ 8. 7 H.8 o.o o. 2 
li li. 2 !•. 3 O .. \ li. 7 o.o IO. O 10. 2 
10 10. 2 10. 4 Ili. A 10. 7 10. 0 li . 1 11.3 
li 11.:1 11. 4 11.1\ li. H 12. 11 12. 1 12. :1 
1:1 12. :1 11. 5 l:L. ; 12. 8 13.0 13. 2 13. 4 
13 1.1. 4 1:1 . . ~ 1:1.; IJ.9 14. 1 14. 3 H.4 
14 14. 4 14 . r. 14." 15. 0 15. 2 15.3 16. 5 
15 1 .~. 5 15. 7 · l.'1. 9 lff.I lff. 2 16. 4 16.6 
16 16. 6 lt1.X 17. 0 H.2 17. 3 17. 5 17. 7 
17 )7. ; li. 9 I~. 1 I~. 3 I~. 4 18. 6 18.8 
18 IS.~ 19. o Ili, 2 111. 4 19.6 10.8 19.9 
19 IU. 9 ~'l.l . 1 ~~l, J 20.5 20. 7 20. 9 21.1 
20 21. 1 21. :1 'li. !• 21. i 21.8 22.0 22. 2 
'JI 11.2 21. 1 'J.'1,. f\ ~'l . M :1:1.0 2:1. 2 23. 4 
22 2:1. 4 :z:t. r, ~:I . H 24 . 0 24 . 2 24. 4 21: li 
:!:l 2 4. 11 ~·I . K 'l!o. O 'l!t, 2 2.'J. 4 2:1." 2f1. H 
:..>• 'J!1, M 21\.11 ~I\. :' 10 . .. 211.1\ 211. R 27.0 
25 :li.O 2i. :? :!7 ... 27. fi 27.8 2?.0 28.2 
:!ft 2h. 2 28. t :!>l -.. 28.9 211.1 211. 3 211. 5 
27 211. 5 ~J. j ~ .. ~ 30. 1 30. 4 30. 6 30.8 
21( 30. 8 31. t) :11. 2 31. 4 31. 7 31.9 32. 1 
:.!9 32. 1 3~. 3 32. !J 32. 8 33. 0 33. 2 33. 4 
:ia :~1. 4 3:1. fo :1:1. \I Jt. 1 34. 3 34.6 34. 8 
:11 34. ~ 35. o 3.~. 2 35. -~ 3.\. 7 35. 9 3fi. 2 
:12 :m. 2 :11• . .. :lli.1\ 311. 11 31.1 37. 4 37. fl 
:1:1 :ti . () :li. H :1., . 1 .;111. :1 38. 6 311. 8 39. 0 
;14 3~.o 311. :i 311. 5 311. 8 40. 0 40. 3 40. 5 
:l.'1 40. ,.., 4U. ~ 41.11 41. :1 41. 5 41.8 42. 1 
ar. 4:Z. 1 42. J 4i. ti 42. H n1 43. 3 43. 6 
:i; Ufl .1:1.11 HI H. 4 44. 1 44. u 4~. ~ 
:1x 4:,. '.! 4:,_ !'1 4!1. X 41\. u 411. 3 46. u 46.11 
39 41i. ~ 47. 1 47. 4 4i. 'i 48.0 48.3 48.6 
40 41!. r. 411. 8 40. 1 49. 4 40. 7 50. 0 60. J 
41 [~I. :1 .'lll.fi 50. 9 51. 2 51.5 61.8 52.1 
4:.? 5l. 1 52. 4 ~2. i' 53. 0 53. 3 53.6 54. o 
4:1 .'>-! .o .\1. J M. 6 54. 9 55. 2 65. 5 6l. 9 
44 [ >.r,. u S.>. 2 M .. ; 56. 9 57. 2 57. 5 57. 9 
45 57. 9 51t 2 !'i.~ . 5 58. 9 50. 2 59.6 50. 11 
46 59. 9 00. 2 60. 6 61.0 61.3 61. 7 62.0 
47 62. o 62. 4 62. H S:l. 1 6.1. 5 6.1. 9 64. 2 
4R 64 . 2 ti4 . l> 1i:1. 0 6!'1. 4 65. 7 1\6. 1 66. 5 
411 (t4i .... , ftf •. ti li7. :' 61. i &U 68. 5 08.9 
1 
fil) lv-i . \I :1 fül . 7 7U. 1 70. 6 71.0 71.4 ! f\tl 
1 [d il. .. il. ~ i"J. . ~ n. 7 7:1.1 73. 6 74. o 
1 
5·• 74. o i4 . 4 i4 . 11 75. 3 75. 8 76. 2 7f• 7 
s:l 7fi. j' 77. '2 77 (i 7X. 1 7X. 6 70. 1 70. 5 
!.t·I ili . . '> liU. li ~u. '' 81.0 81. 5 82. o 82. 5 
.'>[1 82. s KJ. U i f\.1 . .'"1 84. 1 84. 6 85.1 85. 6 
,l)(j 8.\ . r. 8G 2 l'lfi. 7 87. 3 87. 8 88. 4 88.9 
1 ·r,; SK9 ~m. ;, 911. I 90. 7 91. 2 01. 8 92. 4 
1 :Js H2. 1 9:1 u 9:1. G 94. 2 04. 8 95. 5 116. 1 
1 .'1':J ~6. 1 %. ; 1•7. 4 9~.o 118. 6 !Xl. 3 100.0 
1 r.o 1<11'1. 0 11n ~ i lill . 3 W?H HY.!. i 10."1. .. 1114. \ fil 104, 1 ltl4 . ~ 111:. :. h•· ] 111; . o t1i: - ""' " ti2 (li'\ :. ··~- ~ I IO. fl llft_,.. 111 . ll li ~. 4 IU.~ m 11:\. :.? 11.a . 11 IH. S 11 :1.fi 111;, 5 11; . :1 111'. '.! 
64 11!1. 2 li~ . o llH. Y l:AI. M l:ZI . 7 t?.l. fi J:!:t.r, 
M 12:1. 5 124 . 5 1!!~. 4 l?fi. -4 I'.'- . 4 12!1. J l~~l.J , .. 1:111. 3 1:w1c J IJI. 4 ll'!.4 l :tl. 1 1:u . 5 1:\ t1. ti 
tt7 1:1.>. r. 1;11i. i 1:1;. H 1:cs. v uo.o 141. 2 U:!. :l 
•>li 142. 3 IU. 5 IU. ; 14 ~1 . \t 1~;. 2 u~.1 H~I . ; 
1;o ltu. 7 ISl.O l .~2. 3 15.J. tt I !>.'. e 1:-;. 4 ).~i. " 
70 157. 11 l.'>!I. 2 1"'1. 6 lh:!. l 1r.:t ,; 1tl!1. I 1r.r1. fi 
71 ltili.fi I\>'. 2 1fi1.I. 7 til." 1;:1. 0 lit . ; liti. :t 
72 1 ifi. J lil'i . 1 litl. " 1>'1.fi lll:l . 4 IK,\. 3 1117. 2 
73 JJioii . 2 IK\l. I 191.0 H\:\.o 1U!t . 1 1117. 1 J ~PJ . :! 
74 11111. 2 :!UI. 4 21);1. 6 2ll!1. J\ 21,,; . 1 2111. 4 212. X 
75 212. R 215. 2 217.; :01. 2 t'~l. " 22.\. 5 2'.l>i. 2 
76 ?"!K. 2 :Z:Ul. \l 2t:t . ; Z:iti.fi 2:W. ti 2-12. fj 2tr1. -; 
77 NS. 7 2t~. 9 2.\2. 1 t: .. 'l . .a "}:,."i., Y 2'i2. J 2'ti.~. !I 
78 2'õ.\. 9 21;9_ 6 273. 4 2;;, 2 21'1. 2 2)15, 3 21:\l. 5 
79 2)1\1, 5 2\ll. 8 2\lll. 2 3112. K Joi. 5 31 2. 3 317. :! 
NO 317. 3 J:z:?_ 4 327. 7 J:Ll . 2 l.111. ~ JH. li 3M. 6 
Rl 3 50. 6 3.V.. 8 Jf.J. 2 3•~· · ~ Jift. " :11\.1. 7 3\11 . I 
R2 3111. I 3\lll. 7 '40ti. 6 414 . 8 42:1. 3 4;12. 1 Hl.J 
11.l 441.3 450, ll 4f<I. u 471 2 '4H:!.O 4!ll. J fel.\_ 1 
114 ~. I 517. 4 :.Jo.:1 - ! .. J:t.l'.I ~"'"º !11'.l. K ~ .. 
K.'l 51111. 4 111>4 • • 1121.G r.-m. t ''-'tH. " f\71t 9 7110. 2 
86 700. 2 722. 7 711i. 6 771 . H i~ll< . 7 K27. 2 8!17. 6 
R7 R57. fi H911.0 924. 7 111;1.i; 1.11111. 3 1. 1143. 11 l , lf;9, 7 
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